Gesammelte Mitschriften zur Vorlesung
ALGORITHMEN FUR VERTEILTE SYSTEME
Sebastian Forster

Fachbereich Informatik
Universitat Salzburg

Mit Beitragen von Simon Bauer, Ivica Brezovic, Andras Czuczi, Cansu Demir,
Christian Edelmayer, Florian Feik, Falco Godde, Sebastian Landl,
Mirna Mrazovic, Michael Nening und Sara Seidl

25. Mai 2023

Dieses Werk steht unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 International Lizenz.



Inhaltsverzeichnis

1 Leader Election im Ring

1.1 Problemstellung . . . . . . .. ...
1.2 Kommunikationsmodell . . . . .. ... ... .. ... .. 0 0o
1.3 Einfacher Clockwise Algorithmus . . . . . ... ... ... ... ... .....
1.4 Allgemeiner Clockwise Algorithmus. . . . . . . ... ... ... ... ... ..
1.5  Wartezeit-Algorithmus . . . . . . . ... .. L
1.6 Anonyme Netzwerke . . . . . . . . .. .. L
1.7 Radius Growth Algorithmus . . . . ... ... ... ...
1.8 Randomisierter Algorithmus . . . . . . .. ... ... ... ...
1.9 Fazit. . . . . o
1.10 Literatur . . . . . . . . . ..

2 Einfithrung CONGEST Modell

21 Broadcast. . . . . . ...
2.2 Spannbaum durch Breitensuche . . . . ... ... ... .. o oL
2.3 Distanz-Berechnung . . . . . . . . .. L
2.4 Broadcast durch Upcast und Downcast . . . . ... ... ... ... .........
2.5 Pipelining . . . ...
2.6 QUEUING . . . . . . . e e
2.7 Literatur . . . . . .. ...

3 Synchronisierung

3.1 AsynchronesModell . . . . . . . ... L
3.2 Synchronizer-Framework . . . . . . ... ... ... ... L
33 Synchronizera . . . . . . ...
3.4 Synchronizer f. . . . . . ..
3.5 Synchronizery . . . . . . . e
3.6 Zusammenfassung . . . . .. ...
3.7 Literatur . . . . . ...

4 Berechnung eines Maximal Independent Set

4.1 Definitionen . . . . . ... L
4.2 Sequentieller Greedy-Algorithmus . . . . . . ... ... ... o 0000
43 Verteilter Algorithmus . . . . . ... ... L
4.4 Literatur . . . . . . . ..

5 Graph Spanners

5.1 Problemstellung . . . . ... ...
5.2 Greedy Spanner . . . . . . . ...
5.3 Spanner-Berechnung durch Clustering . . . . ... ... ... .. .........
54 Literatur . . . . . . . . . e

O 0 ST U R R

11
13
16
17

18
18
20
20
21
22
24
26

27
27
27
28
29
30
32
32

33
33
33
34
39

40
40
40
44
46



6 Berechnung kiirzester Wege

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

Problemstellung . . . . ... ... ... ..
Ungewichtete Graphen . . . . . . . ... .. ... ...
Gewichtete Graphen . . . . . .. . . . .. ...
Approximationsalgorithmus fiir Single-Source Shortest Paths . . . . . . .. . . ..
Literatur . . . . . . . ...

7 Epidemische Informationsausbreitung

7.1 Einfuhrung . . . . . . ..
7.2 Analyse Random-PushModell . . . . .. ... .. ... ... ... ... .....
7.3 Analyse Random-Pull Modell . . . . .. ... .. ... .. .. ... ... . ...
7.4 Analyse Random-Push&Pull Modell . . . . . . ... ... ... ... ... .....
7.5 Literatur . . . . . ... e
A Basiswissen Mathematik
Al Exponenten . . . . . . .. ...
A2 Logarithmen . . . .. . .. ... . .
A3 Verschiedenes . . . . . .. .. ... ...
B Grundlagen Wahrscheinlichkeitstheorie
B.1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume . . . . . . ... ... .. 0oL
B.2 Zufallsvariablen und Erwartungswerte . . . . ... .. .. ... ... .......
B.3 Stochastische Unabhingigkeit und bedingte Wahrscheinlichkeit . . . . .. .. ..
B.4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen . . . . . . .. ... ... ... . 0 000
B.5 Konzentrationsungleichungen . . .. ... ... ... ... .. ...........

47
47
47
51
54
58

60
60
62
66
66
70

70
70
71
71

72
72
73
74
74
78



1 Leader Election im Ring

1.1 Problemstellung

Ein Ring(-Netzwerk) besteht aus n Knoten und n Kanten, wobei jeder Knoten zwei (Ports zu)
Nachbarn hat. Einer der Nachbarn befindet sich ,im Uhrzeigersinn® (Clockwise) und der andere
Nachbar befindet sich ,gegen den Uhrzeigersinn® (Counter-Clockwise). Ein Beispiel fiir so ein
Netzwerk findet sich in Abb. 1.1.

Abbildung 1.1: Beispiel fiir einen Ring mit 6 Knoten

Im Leader Election Problem miissen sich die Knoten eines Netzwerks auf einen einzigen Leader
einigen. Alle anderen Knoten des Netzwerks werden dann Follower genannt. Gesucht ist also
ein Algorithmus, der fiir jeden Knoten entscheidet, ob er der Leader ist oder ein Follower, wobei
insgesamt genau ein Knoten der Leader sein darf. Der Zweck von Leader Election kann sein, dass
der Leader in einem (dezentralen) Netzwerk Koordinationsaufgaben iibernehmen kann.

Es mag zwar zunéchst trivial erscheinen, einen Leader zu bestimmen, doch in einem dezentralen
Modell gestaltet sich das nicht so einfach, wenn jeder Knoten zunachst gleichwertig ist und sich
somit auch jeder Knoten als Leader eignet. Es gibt in solchen Netzwerken keinen ,besseren oder
,schlechteren® Leader. Daher gilt, dass die Losung nicht eindeutig ist, und insbesondere gibt es fir
ein Netzwerk mit n Knoten auch n verschiedene Losungen. Die Schwierigkeit fiir die Knoten des
Netzwerks besteht daher eigentlich darin, eine konsistente Entscheidung fiir eine dieser Losungen
zu treffen.

1.2 Kommunikationsmodell

In unserem Message-Passing Kommunikationsmodell gibt es n Knoten im Netzwerk. Jeder Knoten
kennt die Anzahl seiner Nachbarn und kann iiber nummerierte Ports beliebige Nachrichten an
seine Nachbarn senden und von diesen empfangen. Ein Port ist eine Verbindung von einem Knoten
zu einem Nachbarknoten. Es gibt folgende zwei Arten, wie die Kommunikation stattfinden kann.

1. Synchron: Im synchronen Modell ist die Kommunikation rundenbasiert. Jede Runde besteht
aus folgenden Schritten:

(a) Nachrichten von Nachbarn empfangen (entfllt in erster Runde)

(b) Interne Berechnungen



(c) Nachrichten an Nachbarn senden
Es gibt dabei eine globale Uhr, welche den Beginn jeder Runde vorgibt.

2. Asynchron: Im asynchronen Modell ist die Kommunikation Event-basiert. Dabei werden
Knoten immer dann aktiv, wenn sie Nachrichten empfangen oder wenn fiir sie ein externes
Initialisierungsevent' stattfindet. Sobald ein Knoten aktiv wird, darf er interne Berechnungen
durchfiuhren und dann Nachrichten an seine Nachbarn senden, um anschlieffend - bis zur
Aktivierung durch das nachste Event — wieder inaktiv zu werden. Im asynchronen Modell
wird nur garantiert, dass jede Nachrichteniibermittlung endliche Zeit benétigt. Es gibt jedoch
insbesondere keine Garantie, dass jede Nachrichteniibermittlung gleich lange dauert.

Das synchrone Modell kann als Spezialfall des asynchronen Modells verstanden werden, in
dem fiir alle Knoten gleichzeitig ein externes Initialisierungsevent stattfindet und jede Nachrichten-
ibermittlung genau eine Zeiteinheit dauert.

Wir betrachten in diesen Modellen zwei Komplexitdtsmafle, namlich Zeitkomplexitdt und
Nachrichtenkomplexitdt. Die Zeitkomplexitit eines Algorithmus im synchronen Modell gibt die
Anzahl der Runden bis zur Losung des Problems an. Die Zeitkomplexitit eines Algorithmus im
asynchronen Modell gibt die Anzahl der Zeiteinheiten von der letzten erstmaligen Aktivierung
eines Knotens bis zur Lésung des Problems an, wenn jede Nachrichteniibermittlung hochstens
eine Zeiteinheit benotigt. Dabei ist es wichtig zu betonen, dass mit der Zeitkomplexitit interne
Berechnungszeit nicht gemessen wird, diese wird also in unseren Analysen auflen vor gelassen.
Die Nachrichtenkomplexitat eines Algorithmus gibt in beiden Modellen die Gesamtzahl der durch
alle Knoten gesendeten Nachrichten an.

1.2.1 Weitere Varianten

Man kann zwischen einem synchronen und einem asynchronen Modell unterscheiden (siehe oben).
Ebenso kénnen Knoten anonym oder identifizierbar sein. Ein Knoten ist identifizierbar, wenn
er eine eindeutige ID besitzt (oft auch UID fiir unique ID genannt). In der Regel sind solche IDs
Bit-Strings, oftmals der Lange O(log n). Die IDs missen nicht kontinuierlich vergeben sein, es kann
auch Liicken geben (es miissen also nicht alle méglichen Zahlenwerte vergeben sein). Weiters kann
man noch unterscheiden, ob die Anzahl der Knoten n globales Wissen ist oder nicht. Ist die Anzahl
der Knoten n kein globales Wissen, dann nennt man das Modell uniform.

1.3 Einfacher Clockwise Algorithmus

Fir den Leader-Election Algorithmus, den wir im Folgenden vorstellen verlassen wir das Setting
anonymer Netzwerke und nehmen nun an, dass jeder Knoten v eine eindeutigen ID ID(v) hat. Wir
formulieren den Algorithmus zunéichst fiir synchrone, non-uniforme Ring-Netzwerke.

Im (einfachen) Clockwise Algorithmus verhélt sich jeder Knoten v folgendermaflen:

Runde 1:

1 v setzt L, := ID(v) (lokale Variable fiir kleinste bisher gesehene ID)
2 v sendet L, an Nachbar im Uhrzeigersinn

IDas Auftreten dieses externen Initialisierungsevents ist fiir mindestens einen Knoten notwendig, damit Algorithmen
in diesem Modell starten kénnen. Sobald ein Knoten durch den Empfang einer Nachricht das erste Mal aktiv wurde, ist
das externe Initialisierungsevent fiir ihn nicht mehr notwendig.



Runde 2 <r < n:

1 if v empfingt Nachricht M then

2 if M < L, then

3 vsetzt L, =M

4 L v sendet L, an Nachbar im Uhrzeigersinn

Runde n + 1:

if L, = ID(v) then

‘ v wird zum Leader
else

L v wird zum Follower

(a) Initial vergebene IDs (b) Einteilung in Leader (griin) und Follower (rot)

W N e

Abbildung 1.2: Beispiel fiir Leader Election im Ring

Wir betrachten das Beispiel in Abb. 1.2. Die Zahlen in Abb. 1.2a sind die IDs der Knoten. Diese
sind schon vorgegeben und eindeutig. In der ersten Runde initialisieren wir fiir jeden Knoten die
lokale Variable L, = ID(v) und senden an den Nachbarn im Uhrzeigersinn eine Nachricht mit dem
Inhalt L,. In der nichsten Runde wird empfangen, wobei jeder Knoten, der einen héheren Wert
als den eigenen Wert empfangen hat, den héheren (also den empfangenen) Wert iibernimmt. Der
Knoten links unten, welcher zuvor den Wert 9 hatte, ibernimmt beispielsweise den empfangenen
Wert 1. Alle Knoten, die ihren Wert verandert haben, senden den neuen Wert im Uhrzeigersinn
an den Nachbarn. So lauft der Algorithmus weiter und am Ende hat jeder Knoten L, auf 1 gesetzt
und die Einteilung in Leader und Follower wird vorgenommen. Im Ergebnis in Abb. 1.2b sind die
Follower rot markiert und der Leader griin. Der Knoten, welcher die ID 1 hat, wurde zum Leader,
weil 1 die kleinste ID im Netzwerk ist.

1.3.1 Analyse

Theorem 1.1. Nach n + 1 Runden macht der einfache Clockwise Algorithmus den Knoten mit der
kleinsten ID zum Leader und alle anderen zu Followern.

Beweis. Wir wollen im Beweis die Beobachtung, dass die kleinste ID in jeder Runde weitergeleitet
wird, formalisieren. Sei z der Knoten mit der (initial) kleinsten ID. Fiir jedes i > 0 sei v; der Knoten,
der von z aus nach Traversieren von i Kanten im Uhrzeigersinn erreicht wird. Anders ausgedriickt ist
der Knoten v; der Knoten, welchen man von dem Knoten z aus erreichen kann, wenn man i Kanten



im Uhrzeigersinn genommen hat. Der Knoten vy wire beispielsweise z selbst, da man 0 Kanten
bendtigt, um z von z aus zu erreichen. Der Knoten v; wire der Nachbar von z im Uhrzeigersinn
und so weiter. Wir verwenden nun folgende Induktionsaussage.

Induktionsaussage: Der Knoten v; empfangt die Nachricht ID(z) (spatestens) in Runde i + 1
(fir jedes 0 < i < n).

Diese Aussage kann mittels vollstindiger Induktion bewiesen werden. Wir werden diesen Teil
des Beweises an dieser Stelle nicht prasentieren, da er nur Standard-Argumente benétigt.

Wir beobachten nun, dass jeder von L, angenommene Wert einer ID im Netzwerk entspricht.?.
Sobald ein Knoten v also eine Nachricht mit dem Inhalt ID(z) empféingt, wird L, = ID(z) gesetzt
und L, wird daraufthin keinen anderen Wert mehr annehmen.

Da es fiir jeden Knoten v # z ein i mit 1 < i < n — 1 gibt, so dass v = v; gilt, folgt aus der
Induktionsaussage, dass v innerhalb von i + 1 < n Runden die Nachricht ID(z) empfiangt. Wie
soeben argumentiert, gilt ab diesen Zeitpunkt L, = ID(z) # ID(v). In Runde n + 1 gilt daher
L, = ID(v) nur fiir den Knoten v = z. Dieser wird daher korrekterweise zum Leader und die
anderen Knoten zu Followern. O

Theorem 1.2. Der Clockwise Algorithmus sendet insgesamt hochstens n? Nachrichten.

Beweis. Wann werden im Algorithmus Nachrichten gesendet? Ein Knoten v nur direkt nachdem
die Variable L, veriandert wurde. Sprich, Knoten v sendet nur, nachdem L, initialisiert oder erhoht
wurde. Jeder von L, angenommene Wert entspricht einer ID im Netzwerk. Daher kann L, wahrend
des Algorithmus hochstens n verschiedene Werte annehmen, da es n verschiedene Knoten gibt.
Deshalb sendet jeder Knoten hochstens n Nachrichten. Weil jeder Knoten hochstens n Nachrichten

sendet und es n Knoten gibt, hat der Algorithmus somit eine Nachrichtenkomplexitit von n?. O

1.4 Allgemeiner Clockwise Algorithmus

Der Clockwise Algorithmus kann auch an das asynchrone, uniforme Modell angepasst wer-
den [Lan77, CR79]. Es gilt wieder die Annahme, dass jeder Knoten v eine eindeutige ID ID(v)
hat. Im asynchronen Modell betrachten wir keine Runden, sondern Events. Es gibt zwei mogliche
Events: Initialisierung oder Empfang einer Nachricht. Ein (externes) Initialisierungsevent ist not-
wendig, damit der Algorithmus gestartet wird, dabei kénnen auch mehrere Knoten gleichzeitig
initialisiert werden. Im Gegensatz zum synchronen und non-uniformen Modell ist den Knoten nun
nicht bekannt, zu welchem Zeitpunkt die kleinste ID den Ring vollstandig durchlaufen hat. Daher
werden Knoten zu Followern, sobald sie eine kleinere ID als ihre eigene empfangen haben. Der
Leader hingegen erkennt sich dadurch, dass er seine eigene ID empfingt, nachdem diese den Ring
vollstandig durchlaufen hat. Der Algorithmus fiir jeden Knoten v sieht folgendermaflen aus:

2Ganz formal gesehen kénnte man diese Aussage wieder per Induktion beweisen



if v wird initialisiert then
2 v setzt L, := ID(v) (lokale Variable fiir kleinste bisher gesehene ID)
v sendet L, an Nachbar im Uhrzeigersinn

if v empfingt Nachricht M then

if v uninitialisiert then initialisiere v

if M < L, then
vsetzt L, =M
v wird zum Follower (sofern nicht bereits vorher geschehen)
v sendet L, an Nachbar im Uhrzeigersinn

10 if M = 1D(v) then

11 L v wird zum Leader

[

w

o
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1.4.1 Analyse

Theorem 1.3. Hochstens 2n — 1 Zeiteinheiten nach der ersten Aktivierung eines Knotens bestimmt
der asynchrone Clockwise Algorithmus den Knoten mit der kleinsten ID zum Leader und alle anderen
zu Followern (wenn die Ubermittlung jeder Nachricht héchstens eine Zeiteinheit dauert).

Beweisskizze. Wir starten die Zeitmessung mit dem ersten Knoten, fiir den ein externes Initialisie-
rungsevent stattfindet. Bei dieser ersten Aktivierung wird der Knoten auf jeden Fall eine Nachricht
(seine ID) verschicken. Das heif3t, er weckt den Nachbarknoten auf. Somit wird der Nachbarknoten
aktiv und das gegenseitige Aktivieren setzt sich fort. Dann vergehen héchstens n — 1 Zeiteinheiten
bis der Knoten z mit der kleinsten ID eine Nachricht empfangt und das erste Mal aktiv wird. Wenn
das erste Mal der Knoten mit der kleinsten ID aktiv wurde, dann ist das Argument dhnlich wie im
synchronen Fall: nach hichstens n weiteren Zeiteinheiten hat jeder Knoten ID(z) empfangen und
sich entschieden. O

1.5 Wartezeit-Algorithmus

Es ist klar, dass jeder Leader-Election-Algorithmus im Ring Q(n) Runden benétigt, da ansonsten
relevante Informationen aus einem Teil des Netzwerks nicht alle Knoten erreichen kénnte. Daher
ist eine asymptotische Zeitkomplexitit von O(n) optimal. Fiir die Nachrichtenkomplexitat gilt
ebenfalls die triviale untere Schranke von Q(n), da jeder Knoten mindestens einmal eine Nachricht
empfangen muss. Die Liicke zwischen dieser unteren Schranke und der Nachrichtenkomplexitat
von O(n?) des Clockwise Algorithmus ist sehr grofl. Man kann sich also die Frage stellen, ob
man einen Leader mit signifikant weniger als n> Nachrichten bestimmen kann. Tatsachlich ist das
moglich. Die Idee hinter der Losung, die wir dazu im Folgenden préasentieren ist, das Vorhandensein
von Synchronizitit auszunutzen. Insbesondere wird es im Algorithmus explizit als Zustimmung
interpretiert, wenn keine Nachricht gesendet wird.

1.5.1 Algorithmus

Fir den entsprechenden Algorithmus [AW98] fihrt jeder Knoten v in jeder Runde die folgenden
Anweisungen aus:



1 if Leader-Nachricht empfangen then

2 Werde zum Follower

3 | Leite Leader-Nachricht im Uhrzeigersinn weiter

4 if #Runden = ID(v) - n+ 1 und v noch kein Follower then
5 Werde zum Leader

6 | Sende Leader-Nachricht an Nachbar im Uhrzeigersinn

Ein Knoten v wird also dann aktiv, wenn die aktuelle Runde gleich ID(v) - n + 1 ist. (Der Offset
+1 ist notwendig, weil die Zdhlung der Runden mit 1 beginnt und die IDs mit 0.) Falls dem so
ist, wird der Knoten zum Leader und sendet an seinen Nachbarn die Nachricht, dass ein Leader
bestimmt wurde. Diese Nachricht wird in den folgenden Runden weitergeleitet und jeder Knoten,
der die Nachricht empfangt, wird zum Follower.

1.5.2 Analyse

Wir unterteilen die Runden in Phasen der Linge n und in jeder Phase (also alle n Runden) entscheidet
sich hochstens ein Knoten, Leader zu werden. Damit der Algorithmus korrekt ist muss der Leader
alle anderen Knoten informiert haben bevor die néachste Phase beginnt, also innerhalb von n
Runden. Das wird durch das Weiterleiten der Nachricht im Ring garantiert. Sobald sich ein Knoten
entscheidet, Leader zu sein, wissen wir, dass vor Beginn der nichsten Phase alle anderen Knoten zu
Followern geworden sind. Daraus folgt, dass die Anzahl der Nachrichten O(n) ist. (Es gilt sogar,
dass es maximal n Nachrichten sind, denn jeder Knoten sendet nur einmal.) Die Anzahl der Runden
ist ©(n - min, ID(v)) und gibt im Prinzip an, wie lange wir hochzdhlen miissen, um eine ID, die im
Netzwerk vergeben wurde, zu erreichen.?

Bemerkung. Bereits fiir IDs, die als ganze Zahlen im Bereich von 0 bis 2n — 1 interpretiert werden
konnen, konnte die niedrigste ID den Zahlenwert n haben. Dann bendétigt der Algorithmus ©(n?)
Runden.

1.6 Anonyme Netzwerke

In einem anonymen Netzwerk haben die Knoten keine IDs. Eine Unterscheidung a priori ist somit
nicht moglich. Es stellt sich heraus, dass diese Einschrankung zu stark ist, um einen Leader in einem
Ring zu bestimmen.

Theorem 1.4 ([Ang80]). Leader Election in anonymen Netzwerken ist mit deterministischen Algorith-
men unmdglich, sogar im synchronen Ring.

Um dieses Theorem zu beweisen, muss natiirlich zunichst einmal festgelegt werden, was genau
unter deterministischen Algorithmen in unserem verteilten Modell verstanden wird. Wir definieren
einen deterministischen Algorithmus wie folgt:

Ein deterministischer Algorithmus ist beschreibbar durch eine Funktion f, welche wiederholt
auf jeden Knoten v angewendet wird. Als Eingabe fir diese Funktion dient die Anzahl an Knoten n,
die Anzahl an Ports von v und die gesamte Historie von v. Die Historie eines Knotens ist das nach
Empfangsreihenfolge geordnete Protokoll aller bisher empfangen Nachrichten mit Aufzeichnung
des Inhalts der Nachricht und des Eingangsports, wobei im synchronen Modell zusétzlich noch

3Zur Erinnerung: Die IDs sind in der Regel Bit-Strings und die kleinste ID im Netzwerk muss nicht unbedingt 0 sein.



die Rundenzahl bei Empfang aufgezeichnet wird. Die Ausgabe der Funktion sind die zu sendenden
Nachrichten des Knotens an Ausgangsports und gegebenenfalls die Entscheidung, ob v Leader oder
Follower wird. AnschlieSend sagen wir, die Funktion 16st das Problem, wenn fiir jedes Netzwerk
nach endlich vielen Anwendungen von f ein Knoten als Leader und alle anderen als Follower
festgelegt wurden.

Deterministisch bedeutet hier, dass f eine ,echte“ Funktion ist, die jeder moglichen Eingabe
eine eindeutige Ausgabe zuordnet. Nicht-deterministisch wiirde bedeuten, dass es Eingaben mit
mehr als einer moglichen Ausgabe gibt, wie es beispielsweise bei randomisierten Algorithmen
auftreten kann.

1.6.1 Beweis von Theorem 1.4

Beweis. Wir werden die Unmoglichkeit, sprich das obige Theorem, nun beweisen. Dafiir bendtigen
wir folgende Induktionsaussage, welche im Anschluss an den Unméglichkeitsbeweis selbst bewiesen
wird. Vorerst arbeiten wir unter der Annahme, dass die Induktionsaussage korrekt ist.

Induktionsaussage. Fiir jeden deterministischen Algorithmus sind in jeder Runde jeweils die im und
gegen den Uhrzeigersinn empfangenen Nachrichten fiir alle Knoten gleich.

Aus der Induktionsaussage folgt nun, dass in jeder Runde alle Knoten die gleiche Historie
haben. Zudem ist die Anzahl der Ports fiir jeden Knoten gleich und in jeder Runde ist die Eingabe
der Funktion f fiir alle Knoten gleich. Nachdem die Funktion f deterministisch und die Eingabe
fur alle Knoten gleich ist, folgt, dass auch die Ausgabe der Funktion f fiir alle Knoten gleich ist.
Wenn f eine Entscheidung trifft, dann muss diese Entscheidung fiir alle Knoten konsistent sein.
Somit bedeutet das also: in jeder Runde macht f entweder alle Knoten zu Leadern, alle Knoten zu
Followern oder trifft fiir keinen Knoten eine Entscheidung. Schlussendlich folgt daraus, dass f also
entweder ein falsches Ergebnis liefert oder nicht terminiert, womit das vorher erwahnte Theorem
bewiesen wire (unter der Voraussetzung, dass die Induktionsaussage gilt). O

1.6.2 Beweis der Induktionsaussage

Wir werden nun die im Unméglichkeitsbeweis aufgestellte Induktionsaussage beweisen.

Beweis der Induktionsaussage. Induktionsbasis: Gilt trivialerweise, da in der ersten Runde noch keine
Nachrichten empfangen werden.

Induktionsschritt: Wir zeigen nun, dass die Induktionsaussage fiir jede Runde k > 2 gilt, unter
der Annahme dass sie fiir alle Runden i < k — 1 gilt. Aus der Giiltigkeit der Induktionsaussage fiir
alle vorherigen Runden, folgt, dass jeder Knoten am Beginn von Runde k die gleiche Historie hat.
Ebenso sind alle anderen Parameter fiir alle Knoten gleich (Anzahl der Ports, Anzahl der Knoten
n). Somit ist die Eingabe der Funktion f in Runde k fiir alle Knoten gleich. Aus gleicher Eingabe
folgt gleiche Ausgabe, also ist die Ausgabe der Funktion f fiir alle Knoten gleich. Das heif3t, alle
Knoten senden die jeweils gleiche Nachricht im und gegen den Uhrzeigersinn in Runde k. Aus der
Ring-Topologie folgt: in Runde k empfangen alle Knoten jeweils die gleiche Nachricht im und gegen
den Uhrzeigersinn. Somit ist Induktionsaussage bewiesen und der vorherige Unméglichkeitsbeweis
vollstandig. O

Zusammengefasst bedeutet das, dass sich nie ein Konten zum Leader oder Follower werden
kann ohne dass alle anderen Knoten die gleiche Entscheidung treffen, was dem Ziel der Bestimmung

10



eines einzelnen Leaders widerspricht. Es sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, dass
diese Unmoglichkeit nicht fiir alle Netzwerke gilt, sondern nur fiir anonyme Ringe.

1.7 Radius Growth Algorithmus

Bisher haben wir den Clockwise Algorithmus kennengelernt, welcher O(n) Runden und O(n?)
Nachrichten benétigt, um einen Leader zu bestimmen. Ebenso haben wir einen nachrichteneffi-
zienteren Algorithmus kennen gelernt, welcher (unter gewissen Annahmen) zwar deutlich mehr
Runden, aber dafiir lediglich O(n) Nachrichten benétigt. Wir stellen nun einen Algorithmus vor,
der die geringe Rundenzahl und die geringe Nachrichtenkomplexitit dieser beiden Algorithmen
anndhernd vereint und O(n) Runden und O(nlog n) Nachrichten benétigt.

Der Radius Growth Algorithmus [HS80] fiir Leader Election im Ring funktioniert nach folgen-
dem Prinzip: jeder Knoten iiberpriift, ob er in einer gewissen Umgebung der Leader ist, was bedeutet,
dass er in dieser Umgebung die kleinste ID hat. Wenn ja, so wird diese Umgebung vergrofiert.

Die Ausgangssituation des Algorithmus ist, dass jeder der n Knoten als Leader infrage kommt.
Im Laufe des Algorithmus werden sich dann n — 1 Knoten dazu entscheiden Follower zu sein und
der iibrige Knoten wird der Leader sein. Knoten, die noch keine Follower sind nennen wir aktiv.

Die Runden werden in [logn] aufeinanderfolgende Phasen unterteilt, wobei die i-te Phase
2i=1 4+ 1 Runden dauert. In der ersten Runde jeder Phase schickt jeder aktive Knoten seine ID an
seine Nachbarn im Ring. In allen anderen Runden, wenn ein Knoten einen Nachricht erhilt, sendet
er diese weiter und entscheidet sich Follower zu sein, falls die empfangene ID grofier als seine
eigene ist. Derjenige Knoten, der am Ende noch aktiv ist, wird zum Leader.

Erste Runde jeder Phase:

1 if v noch kein Follower then
2 L v sendet ID(v) an Nachbarn im und gegen den Uhrzeigersinn

Jede andere Runde:

1 if v empfingt Nachricht M von Nachbar gegen (im) den Uhrzeigersinn then
if M < ID(v) then
v wird zum Follower (sofern nicht bereits vorher geschehen)
if nicht letzte Runde der Phase then
L v sendet M an Nachbar im (gegen) Uhrzeigersinn

G e W N

Zusatzlich in letzter Runde der letzten Phase:

1 if v ist noch kein Follower then v wird zum Leader

1.7.1 Korrektheit und Laufzeit

Theorem 1.5. Der Radius Growth Algorithmus bestimmt einen eindeutigen Leader.

Beweis. Sei z der Knoten mit der kleinsten ID. Klarerweise erhilt der Knoten z nie eine Nachricht
mit einer ID, die kleiner ist als seine eigene. Er wird deshalb nie zum Follower und bleibt bis zur
letzten Runde der letzten Phase aktiv, weshalb er zum Leader wird. Insbesondere ist z in Phase
¢ = [log n], der letzten Phase, noch aktiv. In dieser Phase schickt z eine Nachricht mit seiner ID im
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und gegen den Uhrzeigersinn los, welche jeweils 2/~! Knoten erreicht. Wegen

logn
2[—1 — 2[10gn]—1 > 210gn—1 — 28 — E

2 2
erreicht in Phase ¢ die Nachricht mit ID von z in jede Richtung mindestens n/2 Knoten und somit
alle anderen Knoten, die spétestens dann zu Followern werden, da sie hohere ID als z haben. Somit
bestimmt der Algorithmus eine giltige Einteilung in Leader und Follower. O

Theorem 1.6. Der Radius Growth Algorithmus bendétigt O(n) Runden.

Beweis. Die Phase i benétigt 21 + 1 < 2/ Runden (grof3ziigig abgeschitzt). Somit betrigt die
Gesamtzahl an Runden: Z,Q(ign] 2t < oflognl+l < ologm+2 < 4. 9logn — 4y Das folgt aus der
Summenformel fiir die geometrische Reihe. O

Lemma 1.7. Fiir jeden aktiven Knoten gilt am Ende von Phase i: alle anderen Knoten in Distanz bis
zu 271 sind inaktiv.

Die Aussage dieses Lemmas ist, dass es am Ende von Phase i im Bereich der nichsten 2~! einen
eindeutigen Leader gibt.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Sei v ein Knoten, der am Ende von Phase i noch
aktiv ist. Angenommen es gibt einen Knoten w mit Distanz héchstens 2/~! vom zu Knoten v, der
am Ende von Phase i noch aktiv ist. Dann war w auch am Anfang von Phase i aktiv.

Wir unterscheiden hier grundsétzlich drei Flle:

« Falls ID(v) > ID(w) gilt, erhilt v in Phase i eine Nachricht mit ID(w) und wird daher inaktiv.
Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass v am Ende von Phase i noch aktiv ist.

« FallsID(v) < ID(w) gilt, erhalt w in Phase i eine Nachricht mit ID(v) und wird daher inaktiv.
Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass w am Ende von Phase i noch aktiv ist.

« Der Fall ID(w) = ID(v) kann nicht eintreten, da die IDs eindeutig sind.

Lemma 1.8. Fiir i > 2 ist die Anzahl aktiver Knoten am Beginn von Phase i hichstens n/272.

Beweis. Wegen Lemma 1.7 wissen wir, dass jedem aktiven Knoten eindeutig die 2/~2 nichsten
inaktive Knoten im Uhrzeigersinn zugeordnet werden konnen (siehe Abb 1.3). Sei a die Anzahl an
aktiven Knoten, dann gilt, dass a - 2172 < n, weil a multipliziert mit der Anzahl an a zugeordneten
inaktiven Knoten nicht mehr als die Gesamtzahl an Knoten im Ring sein kann. Daher gilt dann
a<n/2i72

O

Theorem 1.9. Der Radius Growth Algorithmus sendet hochstens O(nlogn) Nachrichten.

Beweis. Zu Beginn jeder Phase schickt jeder aktive Knoten zwei Nachrichten los, eine im und eine
gegen den Uhrzeigersinn. Diese Nachrichten werden in jeder Runde der Phase einmal weitergeleitet.
Somit ist die Anzahl der Nachrichten in Phase i > 2 héchstens 5% - 2 - 2i-1 = 4p (5= ist die

maximale Anzahl an aktiven Knoten (Lemma 1.8); jeder aktive Knoten schickt 2 Nachrichten; die
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Abbildung 1.3: Visualisierung zur eindeutiger Zuordnung inaktiver Knoten zu aktiven Knoten

Anzahl der Runden der Phase i betragt 21141 und in jeder dieser Runden, aufler der letzten Runde
der Phase, werden die zu Beginn erzeugten Nachrichten einmal weitergeleitet). In Phase 1 betragt
die Anzahl der Nachrichten klarerweise 2n. In jeder Phase werden somit hochstens 4n Nachrichten
versendet werden Da es [log n] viele Phasen gibt, liegt die Nachrichtenkomplexitat des Radius
Growth Algorithmus in O(nlogn). O

1.7.2 Zusammenfassung

Es wird immer der Knoten mit der kleinsten ID zum Leader. Die Laufzeitkomplexitit betragt O(n)
Runden, wihrend die Nachrichtenkomplexitit O(n log n) ist. Der Radius Growth Algorithmus kann
auch als asynchroner Algorithmus formuliert werden.

1.8 Randomisierter Algorithmus

Eingangs haben wir festgestellt, dass es nicht mdglich ist in einem anonymen Ring mittels eines
deterministischen Algorithmus einen Leader zu bestimmen. Wir werden nun zu diesem Setting
zuriickkehren und einen randomisierten Algorithmus kennen lernen, der einen Leader bestimmt.

Im anonymen Ring sind a priori keine IDs vergeben. Jedoch treffen wir die Annahme, dass die
Gesamtzahl n an Knoten im Ring jedem Knoten bekannt ist. Die Grundidee des randomisierten
Algorithmus [IR90, AW98] ist nun, dass wir mit IDs arbeiten, die zufillig vergeben wurden, und
folgendermaflen vorgehen:

1. Jeder Knoten wahlt uniform zuféllige ID von 0 bis 2n — 1
2. Knoten fithren einfachen Clockwise Algorithmus mit gewahlten IDs aus
3. Knoten verifizieren das Ergebnis

Das Problem an der zufélligen Vergabe der IDs ist, dass es keine Garantie dafiir gibt, dass keine
ID mehrfach vergeben wird und es somit mehrere Knoten mit der kleinsten ID gibt. Dies wiirde
zu einem falschen Ergebnis fithren wiirde, weil dadurch mehr als ein einziger, eindeutiger Leader
bestimmt werden wiirde. Um dieses Problem zu 16sen, miissen die Knoten in Schritt 3 verifizieren,
ob das Ergebnis, also die Einteilung in Leader und Follower korrekt ist (es also genau einen Leader
und sonst nur Follower gibt), was in O(n) Runden und mit O(n) Nachrichten moglich ist (siehe
Ubungsaufgabe). Wenn das Ergebnis nicht korrekt ist, so muss wieder bei Schritt 1 angefangen
werden. Diese Schritte werden so lange wiederholt, bis ein eindeutiger Leader bestimmt wurde.
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1.8.1 Erfolgswahrscheinlichkeit einer Iteration

Eine Iteration des Algorithmus ist genau dann erfolgreich, wenn die kleinste vergebene ID genau
einmal vergeben wurde. Davon ausgehend die Erfolgswahrscheinlichkeit exakt zu bestimmen, ist
jedoch etwas schwierig. Daher wenden wir folgenden Analysetrick an: Wir wissen, dass wenn
die ID 0 genau einmal vergeben wird, die entsprechende Iteration erfolgreich ist. Nun lassen wir
einfach die Moglichkeit aufler Acht, dass eine ID echt grofler als 0 nur einmal vergeben wird und
die kleinste ID ist, was jedoch kein Problem ist, weil wir damit unsere Erfolgswahrscheinlichkeit
nicht iiberschétzen.
Wir betrachten nun fiir jeden Knoten v € V die Zufallsvariable

U:

1 falls Knoten v ID O erhalt
0 ansonsten

sowie die Zufallsvariable X := ] .y X, fir die Anzahl an Knoten, die ID 0 erhalten. Da jeder
Knoten seine ID uniform zufllig aus dem Bereich von 0 bis 2n — 1 wahlt, gilt Pr[X, = 1] = %
Anders ausgedriickt ist X, Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p := %

Da die Vergabe der ID fiir jeden Knoten separat erfolgt, sind die Zufallsvariablen X, stochastisch
unabhingig. Die Summe dieser Zufallsvariablen, also die Zufallsvariable X, ist deshalb binomi-
alverteilt (mit Parametern n und p). Daher gilt Pr[X = k] = (Z)pk(l —p)"*firalle0 < k <n
Insbesondere erhalten wir fiir k = 1 die Wahrscheinlichkeit, dass ID 0 genau einmal vergeben wird.
Fir diese Wahrscheinlichkeit nehmen wir nun folgende Abschatzung vor:

1 1\ 1 n-1\_1 n
Pr[X=k] =n-p(1-p) 1:5.(1—271) 25-(1— o )25-(1——)=

Hier haben wir die Bernoulli-Ungleichung angewendet, die allgemein besagt, dass (1 +x)" > 1+ xn
fir x > —1 und n > 0O (siehe (A.16)). Somit ist jede Iteration mit Wahrscheinlichkeit ¢ > %1
erfolgreich.

1.8.2 Korrektheit

Aufgrund des Verifikationsschrittes am Ende jeder Iteration ist klar, dass der Algorithmus ein
korrektes Ergebnis liefert sobald er terminiert. Um die Korrektheit des Algorithmus zu beweisen,
miissen wir also zeigen, dass er terminiert. Allerdings wére es falsch zu behaupten, dass der
Algorithmus ,immer” terminiert. Es wiére prinzipiell moglich, dass in jeder Iteration des Algorithmus
die zufillige Wahl der IDs ungiinstig war und der Algorithmus somit nie terminiert. Dieses Ereignis
ist jedoch hochst unwahrscheinlich — es hat Wahrscheinlichkeit 0. Formal betrachtet beweisen wir
die Korrektheit unseres Algorithmus also dadurch, dass wir zeigen, dass er mit Wahrscheinlichkeit 1
terminiert.

Theorem 1.10. Der randomisierte Leader Election Algorithmus terminiert mit Wahrscheinlichkeit 1.

Beweis. Sei Ay das Ereignis, dass der Algorithmus nach (genau) k Iterationen terminiert (fir k > 1).
Dementsprechend ist | ;=1 A das Ereignis, dass der Algorithmus irgendwann terminiert. Da die
Ereignisse Ay disjunkt sind (fiir k; # ko kann der Algorithmus nicht sowohl nach k; Runden als
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auch nach ko Runden terminieren), gilt:

Pri ) A= D 4 =i(l—q)"‘lq=q-i(1—q)’“‘1 =q-i(1—q)k
keN=1 keN=1 k=1 k=1 k=0

3 1 1 ;
Ti-a-9 "¢
Der Vereinfachung 3.7, (1 - Qf 1t = T%—q) folgt aus dem Grenzwert der geometrischen Reihe
(siehe (A.15)). O

1.8.3 Laufzeit

Unsere bisherige Analyse hat ergeben, dass dieser Algorithmus irgendwann terminiert. Kommen
wir nun zu einer genaueren Analyse der Laufzeit des Algorithmus. Zunachst wollen wir eine
Aussage dartiber treffen, welchen Erwartungswert die Anzahl der Runden des Algorithmus hat.
Da jede Iteration des Algorithmus O(n) Runden benétigt, reicht es aus den Erwartungswert der
Anzahl an Iterationen des Algorithmus zu analysieren.

Theorem 1.11. Die erwartete Anzahl an Iterationen des randomisierten Leader Election Algorithmus
ist O(1).

Beweis. Fir diese Analyse definieren wir zunachst folgende Zufallsvariablen Y; (fur i > 1):

v - 1 falls i-te Iteration des Algorithmus erfolgreich ist
"~ 10 ansonsten

Auflerdem definieren wir die Zufallsvariable Z als den kleinsten Index i, fiir den Y; = 1 gilt, also
Z =min{i > 1| Y; = 1}. Somit entspricht Z der Anzahl an Iterationen des Algorithmus.

Wir wissen bereits, dass wir in jeder Iteration eine konstante Erfolgswahrscheinlichkeit von
q= zll haben, also Pr[Y; = 1] = g firalle i > 1. Da die Wahl der IDs in jeder Iteration separat erfolgt,
sind die Y;’s stochastisch unabhangig und deshalb ist Z geometrisch verteilt mit Parameter q. Der
Erwartungswert einer solchen Zufallsvariable ist Ex[Z] = %1 < 4 (siehe Theorem B.10). Somit folgt,
dass der randomisierten Leader Election Algorithmus in Erwartung hochstens 4 = O(1) Runden
benotigt. O

Manchmal geniigt uns jedoch eine Analyse des Erwartungswerts nicht, da eine grof3e Varianz
um diesen Erwartungswert herrschen konnte und es somit viele Ausreifier nach oben geben kénnte.
Obwohl man also in Erwartung eine konstante Anzahl an Iterationen hat, kann die tatsichliche
Anzahl an Iterationen oft dennoch deutlich gréfler sein.

Daher untersuchen wir nicht nur wie viele Iterationen mit konstanter Wahrscheinlichkeit
notwendig sind, sondern auch wie viele Iterationen ,mit hoher Wahrscheinlichkeit® benétigt
werden. Somit ist unser Maf3 an Erfolg keine konstante Wahrscheinlichkeit, sondern eine invers
polynomielle Wahrscheinlichkeit.

Theorem 1.12. Fiir jedes ¢ > 1 gilt: Mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — % (,,mit hoher Wahr-
scheinlichkeit®) benétigt der randomisierte Leader Election Algorithmus O(clogn) Iterationen.
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Beweis. Sei Z die Zufallsvariable, die angibt, wie viele Iterationen der Algorithmus durchfihrt. Um
das Theorem zu beweisen, zeigen wir, dass fiir k = [clogy 3 n] = [logy 3 n] gilt: Pr[Z < k] > 1—n—lc.

Die Zufallsvariable Z ist geometrisch verteilt, mit Parameter g > %. Die Wahrscheinlichkeit des
Gegenereignisses Z > k lasst sich daher folgendermaf3en abschétzen:

k k log, 3 n¢ log, 3 n°
1 3 3 / 1 / 1 1
r[Z > k] =( q) —( 4) (4) —(4) (4/3) (4/3)10g4/3n0 ne

Somit erhalten wir Pr[Z < k] =1-Pr[Z > k] > 1 - % m|

1.8.4 Allgemeines Prinzip

In unserem randomisierten Leader Election Algorithmus lésst sich ein allgemeines Schema erkennen,
um einen fehlerbehafteten randomisierten Algorithmus so einzusetzen, dass immer ein richtiges
Ergebnis geliefert wird.

Theorem 1.13 (Monte Carlo — Las Vegas).

+ Sei A ein randomisierter Algorithmus fiir ein Problem P, der fiir jede Eingabe mit Wahrschein-
lichkeit q eine korrekte Losung berechnet.

+ SeiV ein Verifizierer, der fiir jede Ausgabe von A ermitteln kann, ob die Losung korrekt ist.

« Dann gibt es einen Algorithmus B, der mit Wahrscheinlichkeit 1 terminiert und dabei eine
korrekte Losung berechnet und dafiir A und V in Erwartung O(1/q) Mal aufruft.

Definition 1.14. Ein randomisierter Algorithmus B, dessen Ergebnis immer korrekt ist, heif$t Las
Vegas Algorithmus. Ein randomisierter Algorithmus ‘A, dessen Ergebnis wahrscheinlich korrekt ist,
heifit Monte Carlo Algorithmus.

Bei einem Monte Carlo Algorithmus wirkt sich die Randomisierung darauf aus, ob der Algo-
rithmus am Ende ein korrektes Ergebnis liefert oder nicht. Bei einem Las Vegas Algorithmus wirkt
sich die Randomisierung auf die verbrauchten Ressourcen (Anzahl an benétigten Runden, Nach-
richtenkomplexitat, Laufzeit, Speicher) aus und ein solcher Algorithmus liefert stets ein korrektes
Ergebnis. Achtung: Man kann nicht jeden Monte Carlo Algorithmus in einen Las Vegas Algorithmus
uberfiihren, da es nicht immer trivial ist, einen Verifizierer zu finden.

1.9 Fazit

Bereits bei der einfachen Aufgabe, einen Leader im Ring zu bestimmen, werden viele Prinzipien und
Techniken verteilter Algorithmen deutlich. Zunéchst gibt es eine Vielzahl an Variationen in der Mo-
dellierung. Diese reichen von synchronen bzw. asynchronen, tiber anonyme und uniforme Modelle.
Zusétzlich unterscheiden wir zwischen deterministischen und randomisierten Algorithmen. Ein
weiterer wichtiger Punkt sind die Komplexitdtsmafie: Hier unterteilen wir zwischen der benétigten
Zeit und der Anzahl der gesendeten Nachrichten. Wir haben zwei grundlegende Méglichkeiten
kennengelernt, um Symmetrien zu brechen: Zum einen iiber iiber eindeutige IDs und zum anderen
iiber Randomisierung.
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2 Einfithrung CONGEST Modell

Im CONGEST Modell wird das Netzwerk durch einen ungerichteten, zusammenhéngenden Graph
modelliert. Die Kommunikation, also das Versenden von Nachrichten zwischen den n Knoten
entlang m Kanten, findet in synchronisierten Runden statt, wobei in jeder Runde jeder Knoten pro
Nachbar maximal eine Nachricht versenden kann. Im CONGEST Modell ist die Nachrichtengrofie
(Bandbreite) auf O(log n) Bits limitiert Auflerdem besitzt jeder Knoten im Graph eine eindeutige
ID bestehend aus O(log n) Bits. Diese ID ist dem Knoten selbst und seinen Nachbarn bekannt.
Zusatzlich ist jedem Knoten die Anzahl der Knoten n bekannt. Formal gilt ein Algorithmus gilt
als terminiert, sobald alle Knoten in einen speziellen Terminierungszustand tibergegangen sind,
den sie nicht mehr verlassen und in dem sie keine Nachrichten mehr senden. Wir werden im
Rahmen dieser Vorlesung aus Griinden der Ubersichtlichkeit den Ubergang eines Knotens in den
Terminierungszustand meist nicht explizit angeben, da in der Regel offensichtlich ist, wann dieser
stattfinden soll.*

2.1 Broadcast

Fiir den Broadcast-Algorithmus wird angenommen, dass es genau einen Startknoten s gibt, der eine
Information I der Gré3e O(log n) an alle Knoten im Graph senden mochte. Der Algorithmus kann
folgendermafien formuliert werden:

s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn
Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empféngt: v sendet I an alle Nachbarn

Im Algorithmus beginnt beginnt der Startknoten s. Dieser sendet I an alle unmittelbaren
Nachbarn, mit denen er verbunden ist. Diese senden I wiederum an ihre Nachbarn, bis I auch in
den von s am weitesten entfernten Knoten angekommen ist. Die Knoten, die die Informationen
bereits empfangen haben, ignorieren gegebenenfalls den erneuten Empfang der Information. Ein
Beispiel fiir die Durchfithrung einer Runde des Algorithmus ist in Abb. 2.1 gegeben.

O—0O

Abbildung 2.1: In diesem Beispiel wird die zweite Runde des Broadcast-Algorithmus auf dem gegebenen Netzwerk
ausgefiihrt.

2.1.1 Korrektheit

Die fiir die Korrektheit zu zeigende Induktionsaussage lautet:

Fiir jeden Knoten v # s gilt: Knoten v empfingt spétestens in Runde dist(s,v) + 1 die Information I.

4Wenn wir beispielsweise bewiesen haben, dass ein Algorithmus nach R(n) Runden das korrekte Ergebnis berechnet
hat, kann jeder Knoten nach R(n) Runden in den Terminierungszustand wechseln.
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Die Runde, in der v spitestens Information empfingt, hangt also von der Distanz des Knotens
zum Startknoten s ab.

Bemerkung: Die Distanz von s nach v ist die Lange des kiirzesten Wegs von s nach v. In der
Runde r + 1 erhalten also alle Knoten, die r Kanten vom Startknoten s entfernt sind, die Information
L

Aus der Induktionsaussage folgt die Korrektheit des Algorithmus: Da das Netzwerk zusammen-
héngend ist, hat jeder Knoten endliche Distanz zu s. Das bedeutet, dass jeder Knoten nach einer
endlichen Rundenzahl I erhalt.

Um die Induktionsaussage zu beweisen, miissen wir diese fiir v # s beweisen. Dabei gilt fiir
Knoten v # s, dass dist(s,0) > 1.

Induktionsbasis:

Es gilt dist(s,0) = 1. Ein Knoten v haben, der in Distanz zu 1 zu s liegt, ist ein Nachbar von s.
Nachbarn von s empfangen die Information in Runde 2 = dist(s, v) + 1.

Induktionsschritt:

Wir betrachten den Fall dist(s,v) > 2. Sei u der Vorgangerknoten von v auf dem kiirzestem
Weg von s nach v. Es gilt fur diese Knoten: dist(s, u) = dist(s,v) — 1. Somit ist die Distanz von s
noch u echt kleiner ist als die Distanz von s nach v. Wir kénnen daher fiir  die Induktionsaussage
anwenden.

Nach Induktionsaussage hat u die Information I spatestens in Runde dist(s,u) + 1 empfangen
und dann an alle Nachbarn gesendet. Da v ein Nachbar von u ist, empfangt v die Information I
spatestens in Runde dist(s, u) + 2 = dist(s,0) + 1.

2.1.2 Laufzeit

Der Algorithmus lauft so lange — hat genau so viele Runden - bis jeder Knoten die Information
erhalten hat. Es muss also der am weitesten von s entfernte Knoten, nennen wir ihn v, erreicht
werden. Jeder Knoten empfingt die Information spatestens nach dist(s,v) + 1 vielen Runden. Also
gilt fiir die maximal benétigte Anzahl an Runden: . = max, dist(s,v) + 1.

Die Exzentrizitit eines Knotens u ist definiert als Ecc(u) = max, dist(u, v), also die Anzahl der
Kanten des langsten kiirzesten Weges, der von u ausgeht. Der Durchmesser des Netzwerks ist die
maximale Distanz zwischen einem Paar von Knoten im Netzwerk, also D = max,, yev dist(u, v). Er
gibt also an, wie lange der kiirzeste Weg ist, den es im Netzwerk gibt.

Zusammenfassend erhalten wir mit diesen beiden Definitionen D = max, Ecc(u), und daher
Ecc(u) < D. Der Durchmesser ist also gleich maximalen Exzentrizitit irgendeines Knotens, und
daher folgt, dass die Exzentrizitit jedes Knotens immer kleiner gleich dem Durchmesser des
Netzwerks ist. Somit betragt die Laufzeit des Broadcast-Algorithmus O(Ecc(s)) = O(D) = O(n)
viele Runden.

2.1.3 Nachrichtenkomplexitit

Im Algorithmus wird die Information I nach erstmaligem Erhalt an alle Nachbarn weitergesendet
wird. Das heif3t, dass jeder Knoten genau so oft I versendet, wie er anliegende Kanten zu seinen
Nachbarn hat. Dies entspricht dem sogenannten Grad des Knotens v — also deg(v). Insgesamt
werden daher: ).y deg(v) = 2m = O(m) viele Nachrichten verschickt; die obere Schranke ergibt
sich aus der Tatsache dass die Summe der Knotengrade gleich 2m ist.
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2.2 Spannbaum durch Breitensuche

Das Ziel ist es in einem beliebigen zusammenhingenden Graph einen Baum zu berechnen, der alle
Knoten enthailt. Insbesondere miissen also Eltern-Kind Beziehungen hergestellt werden ohne dass
diese einen Kreis bilden. Wir erreichen unser Ziel durch die Berechnung eines Breitensuchbaums,
fur die eine beliebige Information I vom Startknoten s aus versendet:

s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn
Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt:
v speichert einen der Sender von I als Elternknoten
v sendet ,,Kind“-Nachricht an Elternknoten und I an alle anderen Nachbarn

Ein Beispiel fur die Durchfithrung einer Runde des Algorithmus ist in Abb. 6.1 gegeben. Um fir
Determinismus zu sorgen kann beispielsweise in Zeile 2 der Knoten, mit der kleineren ID, bevorzugt
als Elternknoten gespeichert werden. Nach dem vollstindigen Durchlauf des Algorithmus ist
ein impliziter Spannbaum entstanden, da jeder Knoten seinen Elternknoten und seine Kinder
kennt. Dadurch ist kein Kreis entstanden, da sich alle Knoten (aufier s) im Graph fiir genau einen
Elternknoten mit geringerer Distanz zu s entschieden haben.

O—0O

Abbildung 2.2: In diesem Beispiel wird die zweite Runde des Algorithmus zur Berechnung eines Breitensuchbaums auf
dem gegebenen Netzwerk ausgefiihrt.

2.3 Distanz-Berechnung

Zur Distanz-Berechnung wird der Algorithmus zur Berechnung eines Breitensuchbaums etwas
modifiziert bzw. erweitert. Anstelle der Kind-Nachricht senden die Elternknoten ihren Kindern die
Distanz, welche sie sich zuweisen sollen.

s hat Distanz 0 zu sich selbst und sendet in Runde 1 Distanz-Information 1 an alle Nachbarn
Wenn ein Knoten v # s das erste Mal eine Distanz-Information d empfangt:
v speichert einen der Sender von d als Elternknoten
v sendet ,,Kind“-Nachricht an Elternknoten und Distanz-Information d + 1 an alle anderen Nachbarn

Durch diesen Algorithmus erhilt jeder Knoten im Graph einen Elternknoten (aufler s) und von
genau diesem auch eine Distanz zugeordnet. Falls ein Knoten, dem bereits eine Distanz zugeordnet
wurde, eine weitere, hohere empfangt, so ignoriert er diese. Ein Beispiel fiir die Durchfithrung einer
Runde des Algorithmus ist in Abb. 2.3 gegeben.

2.3.1 Zusammenfassung Breitensuche

Fiir eine Breitensuche mit Startknoten s gelten folgende Eigenschaften:

« Anzahl der Runden: O(Ecc(s)) = O(D)

20



Abbildung 2.3: In diesem Beispiel wird die zweite Runde des Algorithmus zur Distanzberechnung auf dem gegebenen
Netzwerk ausgefiihrt.

Der Algorithmus terminiert, sobald alle Knoten einen Elternknoten zugewiesen bekommen
haben und alle Kind-Nachrichten bei den Elternknoten eingegangen sind. Die maximale
Entfernung eines Blattes von s im Breitensuchbaum von s ist Ecc(s). Daher ist die Laufzeit
O(Ecc(s)) = O(D).

« Anzahl der Nachrichten: O(m)
Uber jede Kante werden maximal zweimal eine Nachricht gesendet, also insgesamt hochstens
2m Nachrichten, was in O(m) ist.

« Jeder Knoten v kennt dist(s, v), seine Distanz zu s:

Dies ist das Ergebnis des verteilten Algorithmus zur Distanz-Berechnung.

« Fiir den Breitensuchbaum gilt:

— Jeder Knoten u # s hat einen Elternknoten o mit dist(s,v) = dist(s,u) — 1
— Jeder Knoten kennt seinen Elternknoten und seine Kinder im Baum

— Jeder Breitensuchbaum ist auch ein Spannbaum

2.4 Broadcast durch Upcast und Downcast

Wir betrachten folgende Ausgangssituation: Es wurde bereits ein Breitensuchbaum, ausgehend
von einem Startknoten s, berechnet und ein Knoten v hat eine Information I der Gréfie O(log n).
Das Ziel ist, allen Knoten im Graph die Informationen I zukommen zu lassen. Dies kann mit einer
Kombination aus Upcast und Downcast durchgefiithrt werden:

Upcast: [ wird iiber Elternknoten zu s gesendet
Downcast: I wird von s aus iiber Kinder zu allen Knoten gesendet

Beim Upcast sendet der Knoten v die Information I an seinen Elternknoten und dieser wieder
an seinen Elternknoten usw. bis die Information den Startknoten s erreicht hat. Von dort aus wird
der Downcast gestartet, indem jeder Knoten I an jedes Kind weiterleitet, bis alle Blatter erreicht
wurden. Ein Beispiel fiir die Upcast-Phase ist in Abb. 2.4 gegeben und fiir die Downcast-Phase in
Abb. 2.5.

Die Anzahl der Runden ist O(Ecc(s)) = O(D), da sowohl fiir den Upcast also auch fir den
Downcast die maximal zuriickgelegte Distanz einer weitergeleiteten Nachricht O(Ecc(s)) ist. Die
obere Schranke fiir die Anzahl der Nachrichten betriagt O(n). Im Gegensatz zum Broadcast, wo
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Abbildung 2.5: In diesem Beispiel wird die zweite Runde der Downcast-Phase auf dem gegebenen Netzwerk ausgefiihrt.

iiber jede Kante im Ursprungsgraph eine bis zwei Nachrichten gesendet werden, liegt beim Up-
bzw. Downcast bereits ein Baum vor, fiir den folgende Eigenschaft gilt:

Anzahl der Knoten = Anzahl der Kanten — 1

Daher betrigt die Anzahl der Nachrichten O(n). Wenn mehrere solche Broadcasts hintereinander
durchgefiithrt werden sollen, ist es also nachrichteneffizienter, Upcasts und Downcasts im Breiten-
suchbaum durchzufiihren als den Broadcast-Algorithmus aus Abschnitt 2.1 jedes Mal aufs Neue
durchzufiihren.

2.5 Pipelining
2.5.1 Multipler Downcast

Wir betrachten folgende Ausgangssituation: Der Knoten s hat k Informationen I, ..., Iy jeweils der
Groe O(log n) und ein Breitensuchbaum, ausgehend von s, wurde bereits berechnet. Das Ziel ist,
allen Knoten im Graph die Informationen Iy, ..., Iy zukommen zu lassen. Die Schwierigkeit dabei ist,
dass wir die k Informationen nicht in einer einzigen Nachricht zusammenfassen kénnen, da im
CONGEST Modell die maximale Nachrichtengréfle O(log n) ist. Ein naiver Ansatz fithrt einfach
k-mal den reguliren Broadcast-Algorithmus aus Abschnitt 2.1 durch, was zur Laufzeit O (kD) fithren
wiirde. Allerdings lasst sich diese Laufzeit durch den folgenden Pipeline-Algorithmus verringern:

s sendet in Runde j < k Information I; an alle Nachbarn
Wenn ein Knoten v # s eine Information I das erste Mal empfangt: v sendet I an alle Kinder

In diesem Algorithmus sendet der Startknoten s in Runde j die Information I; aus, bis j = k gilt
und alle Informationen versendet wurden. Alle anderen Knoten senden jegliche Information, die
sie das erste Mal empfangen haben, sofort an ihre Kinder weiter. Dadurch werden die vorhandenen
Kanten besser ausgenutzt und die Informationen I; bis Iy erreichen frither alle Knoten als bei k
sequentiellen Broadcasts.

Ein Beispiel fiir den Pipelining-Algorithmus ist in Abb. 2.6 gegeben: Nach 4 Runden hat Knoten v
mit dist(s,v) = 3 die (erste) Information I; erhalten. (Eine Information gilt nach Erhalt erst in der
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nichsten Runde als empfangen.) In der darauffolgenden Runde erhilt er I usw. D. h. in der Runde
3 + j erhalt er die letzte Information I;.

Abbildung 2.6: In diesem Beispiel wird die zweite Runde des Pipelining-Algorithmus auf dem gegebenen Netzwerk
ausgefiihrt.

Die Induktionsaussage fiir den Korrektheitsbeweis lautet:

Fir jedes 1 < j < kund jeden Knoten v # s gilt: Knoten v empféngt spatestens in Runde dist(s, v)+j

die Information I;.

Aus dieser Induktionsaussage folgt, dass die Laufzeit fiir den multiplen Downcast durch Pipe-
lining O(Ecc(s) + k) = O(D + k) betragt. Grob gesprochen, werden O(D) Runden benétigt, um den
am weitesten entfernten Knoten v (von s aus) zu erreichen und noch einmal k Runden, bis v auch
die letzte Information I erhalten hat.

2.5.2 Convergecast

Betrachten wir nun die Situation, dass der Knoten s sicherstellen mochte, dass der von ihm initiierte
Broadcast bzw. die Breitensuche auch tatsachlich abgeschlossen ist. Zwar wissen wir, dass dies nach
O(D) Runden der Fall ist, allerdings ist der tatsachliche Durchmesser D initial nicht bekannt. Der
Knoten s hat daher keine einfache Moglichkeit zu wissen, nach wie vielen Runden die Berechnung
abgeschlossen ist. Die Losungsidee beinhaltet das Versenden von ACK Nachrichten (vergleichbar
mit TCP) von jedem Knoten an s per Upcast. Eine naive Herangehensweise wire folgende:

Fiithre Breitensuche mit Spannbaumberechnung von Startknoten s aus
Jedes Blatt: sende ACK-Nachricht an s per Upcast im Baum

Jedoch tritt hier das Problem auf, dass es an den Elternknoten trotz Pipelining zu hoher Con-
gestion kommen kann. Im schlechtesten Fall betragt die Laufzeit daher ®(n), siehe Abb. .

Abbildung 2.7: Beispiel fiir das Auftreten hoher Congestion bei naivem Convergecast

Eine Losung des Congestion-Problems ist die Aggregation der ACK-Nachrichten, wie folgender
Algorithmus beschreibt.
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Fiihre Breitensuche mit Spannbaumberechnung von Startknoten s aus durch

Sobald Knoten ACK von allen Kindern erhalten hat: Sende ACK an Elternknoten
Blédtter im Baum erkennen sich selbst als solche, wenn sie keine Kind-Nachricht erhalten
s wartet bis ACK von allen Kindern erhalten

Ein Beispiel fiir diesen Aggregationsalgorithmus ist in Abb. 2.8 gegeben:

Abbildung 2.8: In diesem Beispiel wird der Aggregationsalgorithmus auf dem gegebenen Netzwerk ausgefiihrt.

Aus funktionaler Sicht ist das ACK-Bit eines Knotens die Und-Verkniipfung der ACK-Bits
seiner Kinder. Es miissen also erst alle ACK-Nachrichten der Kinder eingegangen sein, damit die
eigene ACK-Nachricht gebildet und an den Elternknoten abgeschickt werden kann. Durch die
Baumstruktur ist die Bottom-Up Berechnung und das Warten auf die Funktionswerte der Kinder
moglich. Die zusitzlichen ACK-Nachrichten fithren maximal zu einer Verdopplung der Zeit- und
Nachrichtenkomplexitiat. Weitere Aggregatfunktionen, bei denen diese Technik funktioniert, sind
beispielsweise Summe, Minimum und Maximum.

2.6 Queuing
2.6.1 Multipler Upcast

Wir betrachten folgende Ausgangssituation: Es wurde bereits ein Breitensuchbaum, ausgehend von
einem Startknoten s, berechnet und mehrere Knoten des Netzwerks haben insgesamt k Informa-
tionen I, ..., I, jeweils der Grofie O(log n). Das Ziel ist, dem Knoten s alle Informationen Iy, ..., Iy
zukommen zu lassen. Dabei konnen die Informationen im Netzwerk verteilt sein. Im Allgemeinen
ist es nicht der Fall, dass ein Knoten alle k Informationen hat. Wir fithren diese Art des multiplen
Upcasts mit folgendem Algorithmus durch:

Jeder Knoten hat eine Queue noch nicht weitergeleiteter Informationen
In jeder Runde, sendet jeder Knoten einer der Informationen aus seiner Queue an seinen Elternknoten

Im Algorithmus besteht am Anfang die Queue jedes Knotens aus den Informationen, die er
bereits initial kennt. In jeder Runde sendet jeder Knoten eine dieser Informationen aus seiner Queue
an seinen Elternknoten. Wenn der Knoten dieser Information aus der Queue an der Elternknoten
gesendet hat, dann wandert die Information sofort in die Queue des Elternknotens. Das geht
so weiter bis alle Queues leer sind und s alle Informationen erhalten hat. Ein Beispiel fiir den
Queuing-Algorithmus ist in Abb. 2.9 gegeben:

2.6.2 Laufzeitschranke mit Hilfslemma

Um eine Laufzeitschranke fiir den Algorithmus zu beweisen, benétigen wir zunéchst folgendes
Hilfslemma.
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Abbildung 2.9: In diesem Beispiel wird der Queuing-Algorithmus auf dem gegebenen Netzwerk ausgefiihrt.

Lemma 2.1. Fiir jedesr > 1 und jeden Knoten v mit dist(s,v) > Ecc(s) —r + 1 gilt: Wenn v keine
Information in Runde r empfingt, dann auch nicht in Runde r + 1.

Dieses Lemma besagt, dass — ab einer geniigend groflen Rundenzahl - keine Unterbrechungen
im Informationsfluss mehr auftreten konnen. Es geniigt also, eine Schranke fiir den erstmaligen
(und damit endgiiltigen) Abbruch des Informationsflusses nach diesem Zeitpunkt zu zeigen.

Theorem 2.2. Der Algorithmus fiir den multiplen Upcast benétigt O(D + k) Runden.

Beweis. Wir betrachten den Knoten s und die Runde r = Ecc(s) + 1. Trivialerweise ist die Distanz
von s zu sich selbst 0, also gilt dist(s,s) = 0. Weil wir r als r = Ecc(s) + 1 gewéhlt haben, gilt
dist(s,s) = 0 = Ecc(s) — r + 1. Die Ungleichung dist(s,s) > Ecc(s) — r’ + 1 gilt somit fiir alle
r’ > r. Wir wenden als nachstes Lemma 2.1 auf jedes " > r an und erhalten folgende Aussage:
Sobald s in einer Runde r’ > r das erste Mal keine Nachricht empfangen hat, empfingt s tiberhaupt
keine Nachrichten mehr. Anders ausgedriickt: Nach Runde r sind keine Unterbrechungen des
Informationsflusses mehr moglich. Wenn s nie mehr Informationen empfangt, dann terminiert der
Algorithmus.

Nun gibt es insgesamt k Informationen im Netzwerk. Jede der k Informationen wird von jedem
Knoten (und damit auch von Knoten s) hochstens einmal empfangen. Das heift, ab der Runde r
konnen nur noch hochstens k Runden auftreten, in denen eine Information empfangen wird. Somit
ist der Gesamtzahl an Runden bis zur Terminierung héchstens Ecc(s) + k = O(D + k). O

Beweis von Lemma 2.1. Wir beweisen nun das Hilfslemma mittels Induktion.

Induktionsbasis: r = 1

Sei v ein Knoten fiir den dist(s,v) > Ecc(s) —r + 1 = Ecc(s) gilt. Weil r = 1 ist, muss gelten,
dass dist(s,v) > Ecc(s) ist. Da Ecc(s) die hochstmogliche Distanz von s aus ist, gilt auflerdem
dist(s,v) = Ecc(s). Die einzigen Knoten in Distanz Ecc(s) zu s sind die Blitter im Breitensuchbaum
von s. Da Blatter keine Informationen empfangen, gilt das Lemma fiir r = 1.

Induktionsschritt: r =1 —> r

Im Induktionsschritt gilt r > 2. Wir betrachten einen Knoten o, fiir den die Ungleichung dist(s,v) >
Ecc(s) —r+1 gilt. Das Lemma gilt trivialerweise, falls v ein Blatt ist. Falls v kein Blatt ist, dann sei u
ein beliebiges Kind von v im Breitensuchbaum. Wir nehmen an, dass v in Runde r keine Information
empfangt. Aber wenn v keine Information empfingt, dann hat u in Runde r — 1 keine Information
an v gesendet. Warum hat v in Runde r — 1 keine Information an v gesendet? Das kann nur der
Fall sein, wenn u in Runde r — 1 eine leere Queue hatte und keine Information empfangen hat. Wir
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wissen weiters, weil u ein Kind von v im Breitensuchbaum ist, dass dist(s, u) = dist(s,v) + 1 gilt.
Jetzt setzen wir fir dist(s, v) die obige Ungleichung ein und erhalten:

dist(s,u) = dist(s,0) +1 > Ecc(s) —r+1+1=FEcc(s) - (r—-1)+1.

Nun wissen wir, dass fiir r — 1 die Induktionsaussage gilt und diirfen sie aufgrund der oben
gezeigten Ungleichung dist(s,u) > Ecc(s) — (r — 1) + 1 auf den Knoten u anwenden: Da u, wie
oben argumentiert, in Runde r — 1 keine Information empfangen hat, empfangt u auch in Runde
(r = 1) + 1 = r keine Information. Da ebenfalls die Queue von u in Runde r immer noch leer ist,
sendet u in Runde r keine Information an v. Da u ein beliebiges Kind von v im Breitensuchbaum
war, gilt diese Aussage fiir alle Kinder von 0. Da keines seiner Kinder in Runde r eine Information
an v sendet, empfangt v keine Information in Runde r + 1. O

2.7 Literatur

[Pel00] David Peleg. Distributed Computing: A Locality-Sensitive Approach. SIAM, 2000.

Dieser Abschnitt basiert zum Teil auf einer Vorlesungseinheit von Danupon Nanongkai.

26



3 Synchronisierung

Die Annahme, dass es in verteilten Systemen synchrone Runden gibt, ist idealisiert, da in realen
Anwendung die Ubermittlung von Nachrichten nicht unbedingt in gleichbleibender Zeit geschieht.
Im CONGEST Modell wird diese Eigenschaft vernachlassigt, da jegliche Kommunikation synchron
und ohne Verzogerung ablauft. Das Ziel ist die synchrone Algorithmen auf einem asynchronen
Netzwerk mit moderaten Overheads in der Zeit- und Nachrichtenkomplexitét zu simulieren.

3.1 Asynchrones Modell

Der grofte Unterschied zum synchronen Modell ist der Wegfall der Runden, also den diskreten
Zeitschritten. Stattdessen gibt es (wie in Abschnitt 1.2 erldutert) zwei verschiedene Events:

+ Die Initialisierung eines Knotens von auf3erhalb des Netzwerks.
« Der Empfang einer Nachricht an einem Knoten von einem anderen Knoten.

Jedes der beiden Events aktiviert den entsprechenden Knoten und dieser kann dann interne Be-
rechnungen durchfithren um bisher empfangene Nachrichten zu verarbeiten und anschlieffend an
jeden seiner Nachbarn eine Nachricht senden. Dabei ist die Dauer der Nachrichteniibertragung
endlich, kann sich aber von Nachricht zu Nachricht unterscheiden. Fiir Laufzeitanalysen wird in der
Regel davon ausgegangen, dass jede Nachrichteniibertragung maximal eine Zeiteinheit benétigt.
Die Korrektheit eines Algorithmus muss aber fiir beliebige, endliche Ubertragungszeiten gelten.

Bei der Ausfithrung synchroner Algorithmen in asynchronen Netzwerk ohne weitere Anpas-
sungen kann es zu Inkonsistenzen kommen, wenn sich die Ubertragungsdauer fiir die einzelnen
Nachrichten unterscheidet. Ein Beispiel fiir die naive Ausfithrung des Breitensuche-Algorithmus
aus Abschnitt 2.2 ist in Abb. 3.1 zu sehen. Dem grau markiertem Knoten wird die falsche Distanz
zugewiesen: Die Verzogerung beim Senden der Nachricht vom Startknoten an seinen Nachbarn
unten rechts grofi, dass ein anderer Knoten mit Distanznachricht 2 diesen Knoten frither erreicht.
Wir konnten den Algorithmus nun dahingehend anpassen, dass der Knoten beim Erhalt einer
kleineren Distanz erneut eine Distanznachricht an seine Nachbarn sendet. Jedoch gelten dann die
vorhandenen Garantien fiir Laufzeit und Nachrichtenkomplexitat nicht mehr.

3.2 Synchronizer-Framework

Synchronizer sind Verfahren, die das Simulieren von synchronen Algorithmen in asynchronen
Netzwerken ermoéglichen.

3.2.1 Pulsgeber

Wir betrachten im Folgenden Synchronizer basierend auf Pulsgeber-Algorithmen, die lokal fiir
jeden Knoten einen Puls generieren. Dieser Puls ist jedoch nicht synchron fiir verschiedene Knoten.
Der Puls kann analog zu einer Runde im synchronen Modell betrachtet werden. Der Knoten fiihrt
also, nachdem fiir ihn der i-te Puls generiert wurde, die Runde i des zu simulierenden synchronen
Algorithmus aus (Empfangen, Verarbeiten und Senden von Nachrichten). Eine Simulation ist dann
korrekt, wenn Puls i + 1 immer erst dann generiert wird, wenn Nachrichten von allen Nachbarn fur
Puls i empfangen wurde. Die Schwierigkeit hierbei ist jedoch, dass der Knoten nicht unbedingt
weifl von welchem Nachbarn er Nachrichten erhalten miisste.
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Abbildung 3.1: Beispiel fiir naive Ausfithrung des Breitensuche-Algorithmus im asynchronen Modell

3.2.2 Safety

Die Safety beschreibt den Zustand eines Knotens fiir den Puls i. Intuitiv gesprochen gilt ein Knoten
dann als safe, wenn er die Simulation (Empfangen, Verarbeiten und Senden von Nachrichten) der
aktuellen Runde i bereits abgeschlossen hat.

Definition 3.1. Ein Knoten ist safe fiir Puls i, wenn alle seine in der Simulation von Runde i gesendeten
Nachrichten die jeweiligen Nachbarn erreicht haben.

Die Safety kann durch das Versenden von Bestatigungsnachrichten nach dem Empfangen jeder
Nachricht tberpriift werden. Jeder Empfanger einer Nachricht verschickt also eine Bestitigung an
den Sender. Dadurch verdoppelt sich die Nachrichten- und Zeitkomplexitat, da fiir jede gesendet
Nachricht zusétzlich eine Bestitigung gesendet werden muss.

Die grundlegende Beobachtung ist nun, dass ein synchroner Algorithmus korrekt simuliert
wird, wenn fiir jeden Knoten der Puls i + 1 immer erst dann generiert wird, wenn der Knoten selbst
und alle seine Nachbarn safe fiir Puls i sind. Dies hat folgenden Grund: Wenn ein Knoten selbst und
alle seine Nachbarn safe fiir Puls i sind, dann hat der Knoten jede Information, die fiir die Runde
i + 1 bendtigt wird, bereits erhalten, da er nur Nachrichten von seinen Nachbarn erhalten kann und
diese keine Nachrichten mehr schicken werden, da sie bereits safe sind. Fiir die Uberpriifung der
Safety konnen verschiedene Strategien eingesetzt werden [Awe85].

3.3 Synchronizer o

Beim Synchronizer a entscheidet jeder Knoten, selbst ob er safe ist und in den néichsten Puls
iibergehen kann. Der Algorithmus funktioniert folgendermaflen:
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« Sobald ein Knoten safe ist, also alle Bestitigungsnachrichten fiir seine gesendeten Nachrichten
empfangen hat, dann sendet er eine safe-Nachricht an alle seine Nachbarn.

« Der Knoten erkennen dadurch sofort, wenn alle Nachbarn safe sind.

« Sobald ein Knoten safe ist und von allen Nachbarn eine safe-Nachricht empfangen hat, kann
er mit dem ndchsten Puls fortsetzen.

Synchronizer o liefert die folgenden Garantien.

Theorem 3.2. Jeder synchrone Algorithmus, der R Runden bendtigt und dabei M Nachrichten versendet,
kann in asynchronen Netzwerken in Zeit O(R) mit O(M + R - m) Nachrichten simuliert werden.

Der grofite Vorteil diese Algorithmus ist, dass er rein lokal auf jedem Knoten funktioniert. Durch
das Verschicken der safe-Nachricht entsteht nur ein konstanter Overhead in der Zeitkomplexitat.
Die Nachrichtenkomplexitit wird jedoch unter Umsténden stark erhoht, da jeder Knoten zuséatzlich
in jedem Puls an alle Nachbarn eine safe-Nachricht schicken muss, was einen grofen Nachteil
dieses Algorithmus darstellt.

3.4 Synchronizer f

Beim Synchronizer f wir der Puls von einem globalen Leader generiert. Der Algorithmus funktio-
niert folgendermafien:

« Ausgangssituation: Im Netzwerk wurde ein Breitensuchbaum berechnet, an dessen Wurzel
sich der Leader des Netzwerks befindet.

« Der Leader sendet jeden Puls i mittels Downcast an alle Knoten im Baum.

« Jeder Knoten fithrt beim Erhalt des Pulses i die Runde i aus.

« Jeder Knoten gilt als safe, sobald er alle Empfangsbestitigungen erhalten hat.

+ Der Leader erfahrt durch aggregierten Upcast im Baum, wann alle Knoten safe sind.
« Sobald alle Knoten safe sind, generiert der Leader Puls i + 1.

Synchronizer f liefert die folgenden Garantien.

Theorem 3.3. Jeder synchrone Algorithmus, der R Runden benotigt und dabei M Nachrichten versendet,
kann in asynchronen Netzwerken in Zeit O(R - D) mit O(M + R - n) Nachrichten simuliert werden,
wenn bereits ein Leader und ein Breitensuchbaum berechnet wurden.

Im Gegensatz zum Synchronizer « hat der Synchronizer f eine geringere Nachrichtenkomplexi-
tit, da fur jede Kante im Baum (maximal n Kanten) genau zwei zusétzliche Nachrichten verschickt
werden. Der grof3e Nachteil ist jedoch, dass sich die Laufzeit um einen Faktor ®(D) erhoht, da
der Upcast und der Downcast jeweils eine Laufzeit von ©(D) haben. Gegeniiber Synchronizer a
hat Synchronizer  also vor allem bei kleinem Durchmesser des Netzwerks Vorteile. Ein zuséatzli-
cher Nachteil von Synchronizer f ist, dass ein Breitensuchbaum und ein Leader im asynchronen
Netzwerk bereits bestimmt werden mussten.

29



Der benotigte Breitensuchbaum kann durch verschiedene Algorithmen berechnet werden. Eine
mogliche Variante wire den synchronen Breitensuche-Algorithmus mit Synchronizer o zu simulieren.
Der synchrone Algorithmus benétigt O(D) Runden und hat eine Nachrichtenkomplexitit von
O(m); somit kann in einem asynchronen Netzwerk ein Breitensuchbaum in O(D) Zeiteinheiten
mit Nachrichtenkomplexitat O(mD) berechnet werden. Es ist aber auch méglich direkt einen
Algorithmus fiir asynchrone Netzwerke zu entwickeln, der O(D?) Zeiteinheiten benotigt und
Nachrichtenkomplexitit O(m + nD) hat.

3.5 Synchronizer y

Ziel des hybriden Synchronizers y ist, die Vorteile der Synchronizer & und f zu vereinen. Dieser
Synchronizer arbeitet mit einer speziellen Zerlegung des Netzwerks.

Definition 3.4. Eine (p, p1)-Partition ist eine Zerlegung der Knoten V in nicht-leere, disjunkte Teil-
mengen Py, ..., P, mit folgenden Eigenschaften:

1. Jede Teilmenge P; hat ein designiertes Zentrum und die Knoten in P; sind einem Baum mit
Entfernung hochstens p vom Zentrum organisiert.

2. Es wurde eine Menge F von hochstens pi Kanten ausgewdhlt so dass

(a) jede Kante in F benachbarte Teilmengen P; und P; verbindet und

(b) fiir jedes Paar benachbarter Teilmengen mindestens eine Kante in F enthalten ist.

Idealerweise wiirde F fiir jedes Paar benachbarter Teilmengen (d.h. Teilmengen zwischen denen
eine Kante existiert) genau eine Kante enthalten, die diese Teilmengen verbindet. Der Aufwand,
diese ,minimale” Teilmenge zu berechnen, ist aber fiir unseren Anwendungsfall nicht notwendig.
Daher erlauben wir auch prinzipiell eine nicht-minimale Teilmenge F solange die Maximalgrofie
von F durch p beschrénkt ist. Abb. 3.2 zeigt ein Beispiel fiir eine (p, yt)-Partition Wie in verteilten
Algorithmen tblich, wird es ausreichen, dass den Knoten nur lokale Information iiber die (p, p1)-
Partition bekannt ist, insbesondere muss jeder Knoten wissen, ob er ein Zentrum ist oder nicht,
seine Kinder und evtl. den Elternknoten im Baum kennen und fiir jede seiner inzidenten Kanten
wissen, ob sie in der Menge F enthalten ist oder nicht.

( N ( N
. \ J . J
( N ( N

. J

s

J

Abbildung 3.2: Beispiel fur (p, y)-Partition mit p = 1 und p =4

Es gibt sehr effiziente, randomisierte Algorithmen, um eine (p, y)-Partition zu berechnen
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Theorem 3.5 ([EN19, FGV21]). Im synchronen CONGEST Modell kann fiir gegebene jede Ganzzahl
k > 2 eine (p, yt)-Partition mit p = k — 1 und y = O(n**'/%) in Erwartung in O(k) Runden berechnet
werden.

Dieser Algorithmus kann mit Synchronizer o (sieche Theorem 3.2) auch in asynchronen Netz-
werken verwendet werden.

Korollar 3.6. Im asynchronen CONGEST Modell kann fiir gegebene jede Ganzzahl k > 2 eine
(p, p1)-Partition mit p = k — 1 und p = O(n'*V/*) in Erwartung in Zeit O(k) mit O(km) Nachrichten
berechnet werden.

Intuitiv gesprochen geht der Synchronizer y so vor, dass der Synchronizer a zwischen den Teil-
mengen und der Synchronizer ff innerhalb der Teilmengen angewendet wird. Insgesamt funktioniert
der Algorithmus folgendermafien:

+ Synchronisierung innerhalb einer Teilmenge wie bei Synchronizer f:

Jedes Zentrum einer Teilmenge generiert Puls fiir alle Knoten der Teilmenge

Downcast des Pulses im Baum vom Zentrum aus zu allen Knoten der Teilmenge

Knoten fuhrt aktuelle Runde nach Erhalt des Pulses aus

Knoten ist safe sobald er alle Empfangsbestatigungen erhalten hat

Teilmenge ist safe sobald alle Knoten der Teilmenge safe sind

Zentrum erfahrt durch aggregierten Upcast im Baum, wenn Teilmenge safe ist
+ Synchronisierung zwischen den Teilmengen wie bei Synchronizer a:

— Sobald Teilmenge safe ist, werden benachbarte Teilmengen dariiber informiert:

+ Downcast der Information im Baum vom Zentrum aus zu allen Knoten der Teil-
menge

« Knoten in eigener Teilmenge informieren benachbarte Teilmengen tiber ausgewahl-
te Kanten zu Nachbarn in diesen Teilmengen

— Zentrum erfihrt durch aggregierten Upcast im Baum, wenn tiber alle ausgewihlten
Kanten zu benachbarten Teilmengen Information erhalten wurde, dass entsprechende
Teilmenge safe ist

— Sobald alle benachbarten Teilmengen safe sind, wird neuer Puls generiert

Achtung: Es reicht nicht, dass alle Knoten einer Teilmenge safe sind, damit die Teilmenge safe
ist. Die Knoten kénnen noch Nachbarn in anderen Teilmengen haben die noch nicht safe sind; dies
war bei Synchronizer f nicht der Fall.

Der Synchronizer y liefert folgende Garantien.

Theorem 3.7. Jeder synchrone Algorithmus, der R Runden benotigt und dabei M Nachrichten versendet,
kann in asynchronen Netzwerken in Zeit O(Rp) mit O(M + R(y + n)) Nachrichten simuliert werden,
wenn bereits eine (p, u)-Partition berechnet wurde.
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Der Overhead von p in der Zeitkomplexitit kommt daher, dass zur Simulation jeder Runde
eine konstante Anzahl von Up- und Downcasts durchgefiithrt werden muss. Die Laufzeit dafiir ist
proportional zum maximalen Radius p eines Baums der Teilmengen. Der Overhead von p + n in der
Nachrichtenkomplexitat ergibt sich aus zwei Aspekten. Fiir jede simulierte Runde werden iiber jede
ausgewaihlte Kante zwischen den Teilmengen eine konstante Anzahl an Nachrichten gesendet, also
insgesamt O(u) viele Nachrichten. Fir jede simulierte Runde werden auflerdem in den konstant
vielen Up- und Downcasts konstant viele Nachrichten iiber jede Baumkante gesendet; da die Biume
keine gemeinsamen Knoten haben, haben sie insgesamt hochstens n Kanten.

Zusammen mit dem asynchronen Algorithmus zur Berechnung einer (p, p1)-Partition (Korol-
lar 3.6) ergeben sich folgende Garantien fiir Synchronizer y.

Korollar 3.8. Jeder synchrone Algorithmus, der R Runden benétigt und dabei M Nachrichten versendet,
kann im asynchronen Netzwerken in Zeit O(Rk) mit in Erwartung O(M + Rn'*'/* + mk) Nachrichten
simuliert werden.

Insbesondere ergibt sich fiir k = [log n] eine Laufzeit von O(R log n) und eine Nachrichtenkom-
plexitat von O(M + Rn + mlog n).

3.6 Zusammenfassung

Wir haben drei verschiedene Synchronizer-Verfahren kennengelernt, die jeweils unterschiedliche
Overheads fiir Zeit- und Nachrichtenkomplexitat liefern. Sie unterscheiden sich konzeptuell dar-
in, ob sie eher lokal, global oder hybrid agieren. Tabelle 1 fasst die Garantien der vorgestellten
Synchronizer zusammen.

Zeit Nachrichten | Initialisierungsaufwand
Synchronizer @ | O(R) O(M + Rm) -

Synchronizer § | O(RD) O(M + Rn) Breitensuchbaum
Synchronizer y | O(Rp) | O(M + R(p+n)) | (p, u)-Partition

Tabelle 1: Ubersicht der vorgestellten Synchronizer

3.7 Literatur
[Awe85] Baruch Awerbuch. “Complexity of Network Synchronization”. In: Journal of the ACM
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4 Berechnung eines Maximal Independent Set

Bei den bisher betrachteten Problemen (z.B. Broadcast) handelt es sich um globale Probleme.
Algorithmen zur Losung dieser Art von Problemen benétigen Q(n) Runden, zumindest wenn der
Durchmesser D proportional zu n ist. Im Gegensatz dazu stehen lokale Probleme, die in 0(n) Runden
gelost werden konnen (unabhiangig vom Wert von D). Ein prominentes Beispiel solch ein lokales
Problem ist die Berechnung eines Maximal Independent Set.

4.1 Definitionen

Definition 4.1 (Independent Set). In einem ungerichteten Graph G = (V, E) ist ein Independent
Set eine Teilmenge von Knoten U C V, in der keine zwei Knoten benachbart sind. Man spricht von
einem Maximal Independent Set, wenn kein Knoten zu U hinzugefiigt werden kann, sodass U ein
Independent Set bleibt. Ein Maximum Independent Set U hat grofstmogliche Kardinalitit unter allen
Independent Sets.

Ein Beispiel fiir die Unterscheidung zwischen diesen beiden Definitionen wird in Abb. 4.1
gegeben.

Abbildung 4.1: Die farbig markierten Knoten bilden sowohl im linken als auch im rechten Netzwerk ein Maximal
Independent Set. Nur das rechte Independent Set ist jedoch ein Maximum Independent Set, weil es die grofitmogliche
Kardinalitit hat.

4.2 Sequentieller Greedy-Algorithmus

Im Greedy-Algorithmus zur Berechnung eine Maximal Independent Sets werden alle Knoten
in beliebiger Reihenfolge betrachtet. Ein betrachteter Knoten v wird nur zum Independent Set
hinzugefiigt, wenn v keinen Nachbarn im bisherigen Independent Set hat.

1 U0

2 foreachv € V do

3 if YVu e U: (u,0) ¢ E then

4 L | UeUU{o}

Algorithm 1: Sequentielle Berechnung eines Maximal Independent Sets

Die Laufzeit im RAM-Modell betragt bei geeigneter Implementierung O(m + n). Im CONGEST
Modell hingegen werden im schlechtesten Fall Q(n) Runden benétigt.
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4.3 Verteilter Algorithmus

Ziel eines verteilten Algorithmus ist, dass jeder Knoten weif3, ob er in U ist oder nicht. Der Algorith-
mus [Lub86, ABI86, MRSZ11] verlauft in Phasen und in jeder Phase fithrt jeder Knoten v folgende
drei Schritte aus:

1. Wihle Zufallszahl:
Knoten v wihlt uniforme reelle Zufallszahl r(v) € [0, 1) und sendet diese an alle Nachbar-
knoten u

2. Triff Entscheidung:
Nachdem Knoten v die Nachrichten r(u) von allen Nachbarknoten empfangen hat, entscheidet
sich v Teil von U zu werden falls r(v) < r(u) fir jeden Nachbar u.
Wenn v € U, werden alle Nachbarknoten driiber informiert und v terminiert.

3. Empfange Nachrichten:
Empféangt Knoten v eine Nachricht iiber einen zu U hinzugefiigten Nachbarn, dann terminiert
v.

1 while v nicht terminiert do

2 Wihle uniforme reelle Zufallszahl r(v) € [0, 1)
3 Sende r(v) an alle Nachbarn

4 Empfange r(u) von jedem Nachbar u

5 if r(v) < r(u) fiir jeden Nachbar u then

6 Fiige v zur Menge U hinzu

7 Benachrichtige Nachbarn, dass v € U

8 Terminiere v

9 Empfange Nachrichten tiber zu U hinzugefiigte Nachbarn
10 if mindestens ein Nachbar wurde zu U hinzugefiigt then
11 L Terminiere v

Algorithm 2: Dezentrale Berechnung eines Maximal Independent Sets

4.3.1 Korrektheit

Wir wollen zeigen, dass dieser Algorithmus ein Maximal Independent Set berechnet. Dazu beweisen
wir zuerst die Independent Set Eigenschaft, anschliefend die Maximalitdt und schliellich die
Terminierung des Algorithmus.

a) Independent Set Wir zeigen mittels einer Induktion iiber die einzelnen Phasen, dass die
Knoten von U ein Independent Set sind und die Menge der terminierten Knoten aus U und den
Nachbarn von U besteht. Der Beweis folgt direkt aus der Beschreibung des Algorithmus. Wenn
die Induktionshypothese gilt, dann stimmt es, dass jeder Knoten der zu U hinzugefiigt wird, keine
Nachbarn in U aus der aktuellen Phase und keine Nachbarn in U aus einer fritheren Phase hat. Das
bedeutet jeder Knoten, den wir hinzufiigen, hat keine Nachbarn in U beim Hinzufiigen und wird
auch spiter, weil wir alle seine Nachbarn dariiber informieren, dass er hinzugefiigt wurde, auch
keine Nachbarn aus U mehr bekommen.
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b) Maximalitit Fiir jeden terminierten Knoten o gilt:
« v € U oder
« u € U wobei u ein Nachbar von v ist

Sind also alle Knoten terminiert, gilt dies fiir jeden Knoten v. Daher gibt es keinen Knoten v, der
noch zu U hinzugefiigt werden konnte ohne die Independent Set Eigenschaft zu verletzen.

c) Terminierung Die Terminierung dieses Algorithmus ist auf Grund der Zufallskomponente
nur mit Wahrscheinlichkeit 1 garantiert.

Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei zufillig gewéhlte reelle Zahlen gleich sind ist 0. Durch die
Anwendung der Union Bound kénnen wir argumentieren, dass wenn der Algorithmus n Phasen
benotigt, die Wahrscheinlichkeit, dass in n dieser Phasen die Zufallszahlen unterschiedlich sind,
gleich 1 ist. In jeder Phase wird zumindest der Knoten mit global kleinstem Wert der Menge U
hinzugefiigt, daher sind n Phasen ausreichend. Das Anwenden der Union Bound (Lemma B.1) gibt
uns Terminierung mit Wahrscheinlichkeit 1.

4.3.2 Laufzeit

Uberlegung: Immer wenn ein Knoten v zu U hinzugefigt wird, terminiert v sowie alle Nachbarn
von v. Somit ergibt sich fiir jede Phase eine gewisse Reduktion der Kanten im Subgraph der noch
nicht terminierten Knoten.

Wir treffen hier zunichst die idealisierte Annahme, dass das Senden von Zufallszahlen in O(1)
Runden moglich ist und somit jede Phase O(1) Runden dauert.

Konnen wir also zeigen, dass sich die Anzahl der Kanten in jeder Phase um mindestens die
Hilfte reduziert (mit hoher Wahrscheinlichkeit), dann

- werden O(log n) Phasen benétigt und
- es folgt aus obiger Annahme eine Laufzeit von O(log n).

Implementierungsdetail: Fiir das CONGEST Modell reicht es aus, jeweils nur O(log n) Bits der
Zufallszahlen zu Gbertragen (s.u.).

Analyse: Betrachten wir also zu Beginn den Erwartungswert der entfernten Kanten in einer
Phase. Wir bedienen uns folgender Analysetricks:

+ Jede Kante wird als zwei gerichtete Kanten betrachtet.

« Die Anzahl der entfernten Kanten wird systematisch unterschitzt.
Zudem fiihren wir fiir die Analyse noch eine Dominanzbeziehung unter den Knoten ein:
Definition 4.2 (Dominanzbeziehung). u dominiert Nachbarv (u —» v) falls:

1. r(u) < r(u’) fir alle Nachbarn u’ von u und

2. r(u) < r(v) fir alle Nachbarn v’ # u von v
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Fiir die Wahrscheinlichkeit ,u dominiert o gilt nun:

S 1
~ deg(u) +deg(v)

Pr{u —» 0]

Dies kann folgendermafien begriindet werden: Die totale Anzahl an Knoten in den Nachbarschaften
von © und v, ist hochstens deg(u)+deg(v). Das ist die obere Schranke, weil sich die Nachbarschaften
auch iiberlappen konnen. Wir betrachten alle Knoten in diesen beiden Nachbarschaften und deren
zugehorigen Zufallszahlen r(-). Nun kdnnen wir diese Knoten aufsteigend nach ihren Zufallszahlen
sortieren. Das ergibt eine uniform zuféllige Permutation 7 der Knoten die sich in den beiden
Nachbarschaften befinden.

Bei zufillig gewihlten Permutationen ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein fixierter Knoten u
der erste in dieser Permutation ist, gleich 1/(Anzahl der Knoten in beiden Nachbarschaften), da
dieses Ereignis fiir jeden Knoten gleich wahrscheinlich ist.

Wir kénnen nun die Anzahl entfernter Kanten (u, v) mit den Dominanzbeziehungen abschétzen.
Die Anzahl entfernter Kanten entspricht mindestens der Anzahl an Kanten in denen u - v gilt.
Dazu definieren wir:

+ F: Menge ungerichteter Kanten am Beginn der aktuellen Phase
« X: Zufallsvariable fiir Anzahl entfernter gerichteter Kanten

* X(u»v): Anzahl an Nachbarkanten von v, die wegen (u —» v) entfernt werden

X _ |deg(v) fallsu »o
(u>o) = 0 andernfalls

Anmerkung: Die zweite Eigenschaft der Dominanzbeziehung stellt sicher, dass v wegen u
entfernt wird, und nicht etwa durch einen Nachbarn w von v. Somit wird keine entfernte
Kante doppelt gezahlt (da jede gezihlte Kante eindeutig einem X(,,,.,) zugeordnet wird).

Mit der Linearitat des Erwartungswerts und der Schranke fiir Pr[u — v] von oben ergibt sich
folgende Abschétzung:

Ex[X] > Z (EX[X(u—»U)] +EX[X(U—»U)])

{u,v}€eF
= > (Pr[u— o] - deg(v) + Prlo -» u] - deg(u))
{u,v}€F
( deg(0) deg(u)
- (iaTeF deg(u) +deg(v) deg(v) + deg(u)
= > 1=IF
{u,0}€F

In Erwartung ist die Anzahl der gerichteten Kanten die in einer Phase entfernt werden also
mindestens |F|. Da es fiir jede ungerichtete Kante zwei gerichtete Kanten gibt, die nur gleichzeitig

entfernt werden konnen, entspricht das mindestens @ ungerichteten Kanten, die entfernt werden.
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Lemma 4.3. In jeder Phase wird in Erwartung wird die Hilfte der Kanten aus dem durch die nicht-
terminierten Knoten induzierten Subgraph entfernt.

Der Erwartungswert allein liefert nur eine relativ eine schwache Aussage. Wir hitten gerne
eine stirkere Aussage der Art, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit relativ viele Kanten in jeder
Phase entfernt werden. Diese erhalten wir durch eine kombinierte Anwendung von Markov Bound
und Chernoff Bound.

Lemma 4.4. In jeder Phase werden mit Wahrscheinlichkeit mindestens %l mindestens % Kanten aus
dem durch die nicht-terminierten Knoten induzierten Subgraph entfernt.

Beweis. Wir werden zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit mindestens zl; hochstens % der Kanten
nicht aus dem durch die nicht-terminierten Knoten induzierten Subgraph entfernt werden. Diese
Aussage impliziert das Lemma: Denn wenn hochstens % der Kanten nicht entfernt werden, miissen
mindestens % der Kanten entfernt werden.

Sei F die Menge der Kanten des durch die nicht-terminierten Knoten induzierten Subgraphs am
Beginn der aktuellen Phase Sei Y die Zufallsvariable, die die Anzahl der Kanten angibt, die in dieser
Phase nicht aus dem durch die nicht-terminierten Knoten induzierten Subgraph entfernt werden.

Wir wissen aus Lemma 4.3, dass Ex[Y] < @ Durch Anwendung der Markov-Ungleichung (siehe
Theorem B.12) mit o = % folgt:

wl N

Pr[YZ -|F|]SPr[YZ§-

3!
2
=S
(S
IA
e

Fiir das Gegenereignis gilt nun:

2 2 1
Pr|Y<—--|F[|[=1-Pr|Y>--|F —.
r[<3||] r[_3|| ;

>1--=
a 4

Wie oben argumentiert impliziert diese Schranke das Lemma. O
Lemma 4.5. Mit hoher Wahrscheinlichkeit terminiert Algorithmus 10 nach 72[clog n| Phasen.

Beweis. Die Idee hier ist, Phasen in ,gute” bzw. ,schlechte” Phasen zu unterteilen. Wir fithren dafiir
fir jede Phase eine binire Zufallsvariable ein:

i=

3 {1 falls in Phase i mindestens % der Kanten entfernt werden

0 andernfalls
Phase i gilt als gut, wenn Z; = 1 ist, und als schlecht, wenn Z; = 0 ist. Somit gibt Z = 217:21[ clogn] 7.
die Anzahl der guten Phasen an.
Aus der Linearitat des Erwartungswerts folgt daher

Ex[Z] = % -72[clnn] > 18cInn.

Allgemein reduziert sich die Anzahl der (urspriinglich m < n?) Kanten nach k guten Phasen auf
hochstens (%)k m < (%)k n?. Sobald der durch die nicht-terminierten Knoten induzierte Subgraph
keine Kanten mehr hat, terminiert der Algorithmus. Dies ist jedenfalls nach k' = logs /2(n2) +1
vielen guten Phasen der Fall, da (%)k’n2 < 1ist.
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Die Gegenwahrscheinlichkeit, namlich dass weniger als k’ gute Phasen auftreten, kann nun
mit Hilfe einer Chernoff Bound (siehe Theorem B.14) abgeschatzt werden. Dabei setzen wir p = }1,
p=p-72[clogn] =18[clogn] und § = % Wir haben in Lemma 4.4 bereits gezeigt, dass Pr[Z; =
1] > }1 = p gilt. Mit der Kette von Ungleichungen

k' =1 =log)3(n’) < i <6lnn < (1-§)18clnn=(1-3)u

konnen wir die Chernoff Bound nun folgendermafien anwenden:

1 11

Pr[Z <k]=Pr[Z<k'-1] <Pr{Z<(1-1py] <

= < =—.
6%'” ey/lS eclnn ne

Somit gilt Pr[Z > k'] > 1 - % Deshalb terminiert der Algorithmus mit Wahrscheinlichkeit
mindestens 1 — % innerhalb von 72[c log n| Phasen. O

4.3.3 Bandbreitenbeschrinkung

Bisher haben wir angenommen, dass wir beliebige reelle Zufallszahlen aus dem Intervall [0, 1)
generieren und in einer Runde senden kénnen. Im CONGEST Modell ist die Nachrichtengrof3e
jedoch auf O(log n) Bits beschrinkt. Wir miissen also zeigen, dass es auch mit dieser Bandbrei-
tenbeschrankung von O(log n) moglich ist, fir jede Kante {u, v} in einer konstanten Anzahl an
Runden zu entscheiden werden, ob r(u) < r(v) oder r(u) > r(v).

Die Idee hinter der Adaption fiir das CONGEST Modell, ist die reellen Zufallszahlen als un-
endliche Strings zufilliger Bits zu repréasentieren. Fiir den Vergleich zweier solcher Zahlen wiir-
de es reichen, dass zwei Knoten diese Bits nur bis zur ersten unterschiedlichen Stelle austau-
schen. Wir wollen zeigen, dass es mit hoher Wahrscheinlichkeit ausreicht, jeweils nur die ersten
(c +3)[log n] = O(log n) Bits auszutauschen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die ersten (c + 3)[log n] Bits identisch sind, betragt

2

2

(1)(c+3) [logn] 3 (1)(c+3) logn 1

ne+3

Die Basis % ergibt sich dadurch, dass es fiir jedes Paar von Bits aus den vier moglichen Kombinationen
{00, 01,10, 11} zwei Kombinationen gibt, in denen die Bits gleich sind. Die Wahrscheinlichkeit,
dass fiir irgendeines der hochstens n? Paare in den hochstens n Runden des Algorithmus die
ersten (¢ + 3)[log n] Bits gleich sind, betragt wegen der Union Bound (siehe Lemma B.1) hochstens
<n. n¢_1+3 = % Somit reicht eine Bandbreite von O(log n) mit hoher Wahrscheinlichkeit aus.

4.3.4 Exkurs: Robustheit der hohen Wahrscheinlichkeit

Wir erinnern uns, dass der Begriff ,hohe Wahrscheinlichkeit” folgendermafien definiert ist.

Definition 4.6. Ein Ereignis findet mit hoher Wahrscheinlichkeit statt, wenn es mit Wahrscheinlich-
keit mindestens 1 — %fur eine beliebige vorgegebene Konstante ¢ > 1, stattfindet.

In der Regel hingt bei Algorithmen, die mit hoher Wahrscheinlichkeit korrekt sind, die in der
O-Notation verborgene Konstante von ¢ ab und beeinflusst beispielsweise die Laufzeit oder die
Nachrichtenkomplexitat.

38



Nehmen wir nun an, dass es n Ereignisse Ay, . . . A, gibt, die jeweils mit hoher Wahrscheinlichkeit
eintreten. Wie wahrscheinlich ist es, dass alle gleichzeitig eintreten, also wie wahrscheinlich
ist das Ereignis (], A;? Wir kénnen folgendermaflen argumentieren, dass mit ,beinahe” hoher
Wahrscheinlichkeit all diese Ereignisse gleichzeitig eintreten:

Pr ﬂA,- =1-Pr UAl- zl—ZPr[Ai]:l—Z(l—Pr[Ai])
i=1 i=1 i=1 i=1
1 1
>1- — = —EC=1— T
n n nc-

i=1

Falls nun die Wahrscheinlichkeit fur jedes A; auf 1 — # erhoht werden konnte, dann findet
auch das Ereignis (]_; A; mit hoher Wahrscheinlichkeit (fiir die vorgegebene Konstante c) statt.
In algorithmischen Kontexten kann so eine Erhchung der Wahrscheinlichkeit oft durchgefiihrt
werden in dem der Algorithmus mit ¢ + 1 anstelle von ¢ ausgefithrt wird, was in der Regel die Zeit-
bzw. Nachrichtenkomplexitat nur um Konstanten verdndert.
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5 Graph Spanners

5.1 Problemstellung

Eine grundlegende Hiirde in der Speicherung und Verarbeitung von Graphen ist deren Gréf3e. Ein
Graph mit n Knoten kann potentiell Q(n?) viele Kanten haben. Daher wurden zahlreiche Verfahren
entwickelt, um Graphen durch andere Graphen zu komprimieren, die die gleichen Knoten haben
wie das Original aber weitaus weniger Kanten, idealerweise nur O(n) viele. In der Regel erfiillen
solche komprimierten Graphen nur naherungsweise die gleichen Eigenschaften wie die Originale
und oft gibt es einen Trade-off zwischen der Gr63e des komprimierten Graphs und der Qualitét der
Anniherung an das Original.

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit Kompressionsverfahren, die die Distanz annahernd
erhalten. Die zentrale Definition dafiir ist die eines Spanners.

Definition 5.1. Ein t-Spanner (Spanner mit Stretch t) eines Graphen G = (V, E) ist ein Subgraph
H = (V,F), fiir den
distg(u,v) < t - distg(u,v)

fiir alle Paare von Knoten u,v € V gilt.

Der Spanner H ist dabei ein Subgraph von G in dem Sinn, dass die Knotenmenge V der beiden
Graphen gleich ist und die Kantenmenge F von H eine Teilmenge der Kantenmenge E von G ist
(also F C E).

Wir diskutieren zunichst zwei grundlegende Eigenschaften dieser Definition. Zunachst gilt,
dass der Subgraph H die Distanzen in G niemals {iberschitzt, da alle Pfade die in H zur Verfiigung
stehen auch in G zur Verfiigung stehen, insbesondere auch jeder kiirzeste Weg in H.

Lemma 5.2. Fiir jeden Spanner H von G gilt: disty(u,v) > distg(u,v) fiir jedes Paar von Knoten
u,veV.

Zudem konnen Spanner dadurch charakterisiert werden, dass die Ungleichung aus Definition 5.1
fur alle gemeinsamen Endpunkte von Kanten gilt.

Lemma 5.3. Ein Subgraph H = (V, F) ist genau dann ein t-Spanner von G = (V, E) wenn
distg(u,v) < t - wg(u,0)
fiur jede Kante (u,v) € E gilt.

Die Aquivalenz der beiden Formulierung (alle Paare von Knoten vs. gemeinsame Endpunkte
von Kanten) ergibt sich nahezu direkt aus der Betrachtung aller Kanten eines kiirzesten Wegs.

Im Folgenden behandeln wir Spanner von ungerichteten, ungewichtete Graphen (in denen also
jede Kante Gewicht 1 hat).

5.2 Greedy Spanner
5.2.1 3-Spanner

Wir analysieren zunéchst folgenden (sequentiellen) Greedy-Algorithmus [ADD]*93] zur Berech-
nung eines 3-Spanners eines Graphen G = (V, E).
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1 Fe—10
2 foreach (u,v) € E do

3 SeiH = (V,F)
4 if disty (u,v) > 3 then
5 LF<—FU{(u,U)}

Der Algorithmus iteriert iiber die Kanten von G und uberpriift fur jede Kante, ob im bisher
berechneten Spanner bereits ein Pfad der Lange hochstens 3 zwischen den Endpunkten der Kante
existiert. Falls nicht, wird die Kante zum Spanner hinzugefiigt. Der Algorithmus folgt also einem
Greedy-Schema, weil fiir jede Kante individuell entschieden wird, ob sie notwendig ist oder nicht.
Der Algorithmus berechnet by design einen Spanner mit Stretch 3, was wir nun formal beweisen.

Lemma 5.4. Der vom Greedy-Algorithmus berechnete Spanner H = (V, F) ist ein 3-Spanner von G.

Beweis. Sei (u,v) € E beliebige Kante von G. Falls (u, v) in die Kantenmenge F von H aufgenommen
wurde, dann gilt offensichtlich disty(u,v) = 1 < 3. Andernfalls ((u,v) ¢ F), betrachte jene
Iteration, in der disty (u, v) iiberprift wird (und die Entscheidung getroffen wird, (u, v) nicht in F
aufzunehmen) und sei H = (V, F’) der Zustand von H wiahrend dieser Iteration. Dann gilt nach
Algorithmus disty (1, v) < 3. Da H’ ein Subgraph von H ist, gilt ebenso disty (u,v) < disty: (u,v)
und somit disty (u,v) < 3. Da (u,v) eine beliebige Kante war, ist H nach Lemma 5.3 ein 3-Spanner
von G. O

Der Beweis, dass der berechnete Spanner H nur O(n®?) Kanten hat ist etwas aufwindiger.
Dabei ist der Begriff des Girth eines Graphen niitzlich.

Definition 5.5. Der Girth (Taillenweite) eines Graphen ist die Linge seines kiirzesten Kreises.
Lemma 5.6. Der Girth von H = (V, F) ist grofier als 4.

Beweis. Angenommen H hat einen Kreis K der Lange hochstens 4 (d.h. mit hochstens 4 Kanten). Sei
(u,0) die im Algorithmus zuletzt zu F hinzugefiigte Kante des Kreises K. Die Kanten in K \ {(u,v)}
bilden einen Pfad von u nach o, der in der Iteration, in der (#,v) zu F hinzugefiigt wird, bereits
in H existiert. Vor dem Hinzufiigen von (u,v) zu F gibt es keinen Pfad der Lange hochstens 3
von u nach v. Daher hat der Pfad K \ {(#,v)} Lange mindestens 4 und der Kreis K somit Lange
mindestens 5. Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass K Lange hochstens 4 hat. O

Lemma 5.7. Jeder ungerichtete Graph mit n Knoten und Girth grofer als 4 hat O(n3/?) Kanten.

Wir werden fiir den Beweis dieses Lemmas folgendes weitere Lemma benétigen, das wir direkt
im Anschluss beweisen.

Lemma 5.8. Jeder ungerichtete Graph mit n Knoten und minimalem Grad > n'/? + 1 hat Girth
hochstens 4.

Beweis von Lemma 5.7. Sei G ein Graph mit Girth gréfer als 4 und mindestens 3n%/2 Kanten. Ent-
ferne wiederholt Knoten mit Grad kleiner als n'/? + 1 (mit allen anliegenden Kanten) aus G, bis
jeder Knoten mindestens Grad n'/? + 1 hat. Sei G’ = (V’, E’) der resultierende Graph. Insgesamt
werden hochstens n - (n'/2 + 1) < 2n%/2 Kanten entfernt, es gilt also

|E'| > |E| - 2n%? > 3032 — 2032 =32 > 0.
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Insbesondere ist G’ also nicht leer und |V| > 1. Wegen |E’| < |V’|? gilt auerdem

|E’| > ﬁ > n3/2/n — nl/2
v/ n =

V| >

Nach Konstruktion hat G’ nun einen minimalen Grad von mindestens n'/2 + 1 > |V/|}/2 + 1.

Wir kénnen nun Lemma 5.8 auf G’ anwenden: G’ hat Girth mindestens 4. Da G’ ein Subgraph
von G ist, existiert jeder Kreis in G’ auch in G. Es folgt, dass G Girth mindestens 4 hat, was im
Widerspruch zu unserer initialen Annahme steht. Somit hat jeder Graph mit Girth > 4 weniger als
3n3/2 = O(n/?) Kanten. m|

Beweis von Lemma 5.8. Nehmen wir an, dass G Girth mindestens 5 hat. Wir betrachten einen
beliebigen Knoten v und den Breitensuchbaum der Tiefe 2 von ausgehend von v.

Jede Kante eines Knotens mit Distanz hochstens 1 zu v zu einem Knoten mit Distanz hochstens 2
zu v muss eine Kante dieses Knotens zu seinem Elternknoten oder zu einem Kind im Breitensuch-
baum sein, da G ansonsten einen Kreis der Lange hochstens 4 enthélt (sieche Abb. 5.1). Jeder Knoten
mit Distanz weniger als 2 zu v (also die inneren Knoten im Breitensuchbaum der Tiefe 2 von v) hat
also mindestens y/n Kinder im Breitensuchbaum, da hochstens eine seiner anliegenden Kanten zu
einem Elternknoten gehen kann.

Abbildung 5.1: Breitensuchbaum der Tiefe 2 von einem beliebigen Wurzelknoten v aus. Die rot gestrichelte Kante kann
nicht existieren, da sie einen Kreis der Lange 4 schlieflen wiirde.

Die Anzahl an Knoten in Distanz 2 zu v ist also mindestens n'/2-
mit v zahlen wir fiir G also mindestens n + 1 Knoten. Aufgrund dieses Widerspruchs war unsere
Annahme falsch und wir schlieflen daraus, dass G Girth hochstens 4 hat. m]

n'/2 = (n'/2)2 = n. Gemeinsam

Wir haben mit dem Greedy-Algorithmus also folgende Aussage gezeigt.

Theorem 5.9. Jeder Graph G mit n Knoten hat einen 3-Spanner mit O(n3/?) Kanten.

5.2.2 Verallgemeinerung

Die Aussage von Theorem 5.9 lasst sich auf folgenden Trade-Off zwischen Stretch und Grofie des
Spanners verallgemeinern.

Theorem 5.10. Fiir jede ganze Zahlk > 2 hat jeder Graph G mit n Knoten einen (2k — 1)-Spanner
mit O(n'*1/%) Kanten.

Fiir k = 2 ergibt sich, wie bereits von uns gezeigt, ein 3-Spanner der Grofe O(n*/2). Fiir
k = [log n] ergibt sich

1/logn
nl/k < nl/logn — (Qlogn) /log

— 2(1/10gn)-logn =9
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und damit ist O(n'*'/*) = O(n). Dies entspricht, bis auf konstante Faktoren, der minimal notwen-
digen Anzahl von Q(n) Kanten fiir verbundene Graphen.

Ein (2k —1)-Spanner mit O(n'*/¥) Kanten kann ebenfalls mit dem Greedy-Algorithmus berech-
net werden; wir miissen nur tolerierte Lange des Pfads im Spanner von 3 auf 2k — 1 verallgemeinern.

1 Fe—10

2 foreach (u,v) € E do

Sei H = (V, F)

if disty (u,v) > 2k — 1 then
L F«— FU{(u,0)}

[5; B Y

Wir skizzieren nun wie die vorherigen Argumente angepasst werden miissen, um Theorem 5.10
zu beweisen.

Um zu beweisen, dass der Stretch 2k — 1 betrégt, kann der gleiche Beweis wie in Lemma 5.4
gefithrt werden, es muss nur die Zahl 3 durch die Zahl 2k — 1 ersetzt werden. Fiir den Beweis, dass
H die gewiinschte Grofle hat gehen wir dhnlich vor.

Lemma 5.11. Der Girth von H = (V, F) ist grofler als 2k.

Beweis. Angenommen H hat einen Kreis K der Lange hochstens 2k (d.h. mit hochstens 4 Kanten). Sei
(u,0) die im Algorithmus zuletzt zu F hinzugefiigte Kante des Kreises K. Die Kanten in K \ {(%,v)}
bilden einen Pfad von u nach v, der in der Iteration, in der (u,v) zu F hinzugefiigt wird, bereits in
H existiert. Vor dem Hinzufiigen von (u,v) zu F gibt es keinen Pfad der Lange hochstens 2k — 1
von u nach v. Daher hat der Pfad K \ {(u,v)} Lange mindestens 2k und der Kreis K somit Lange
mindestens 2k + 1. Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass K Lange hochstens 2k hat. O

Lemma 5.12. Jeder ungerichtete Graph mit n Knoten und Girth grofSer als 2k hat O(n'*'/F) Kanten.

Um dieses Lemma zu beweisen muss ebenfalls nur der Beweis von Lemma 5.7 mit anderen
Zahlen gefiihrt werden. Auch der Beweis des Hilfslemmas muss nur leicht adaptiert werden.

Lemma 5.13. Jeder ungerichtete Graph mit n Knoten und minimalem Grad > n'/* + 1 hat Girth
hochstens 2k.

Beweis. Nehmen wir an, dass G Girth mindestens 2k + 1 hat. Wir betrachten einen beliebigen
Knoten v und den Breitensuchbaum der Tiefe k von ausgehend von v.

Jede Kante eines Knotens mit Distanz hochstens k — 1 zu v zu einem Knoten mit Distanz
héchstens k zu v muss eine Kante dieses Knotens zu seinem Elternknoten oder zu einem Kind im
Breitensuchbaum sein, da G ansonsten einen Kreis der Lange hochstens 2k enthélt. Jeder Knoten
mit Distanz weniger als k zu v (also die inneren Knoten im Breitensuchbaum der Tiefe k von v) hat
also mindestens n'/* Kinder im Breitensuchbaum, da héchstens eine seiner anliegenden Kanten zu
einem Elternknoten gehen kann.

Die Anzahl an Knoten in Distanz 2 zu v ist also mindestens (n
zéhlen wir fir G also mindestens n+ 1 Knoten. Aufgrund dieses Widerspruchs war unsere Annahme
falsch und wir schlieflen daraus, dass G Girth hochstens 2k hat. O

1KYk = n. Gemeinsam mit v

5.2.3 Optimalititsvermutung

Der Trade-off zwischen Stretch und Grofie des durch den Greedy-Algorithmus berechneten Spanners
geht zuriick auf graphentheoretische Uberlegungen zwischen der Gré8e von Graphen und ihren
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Girth. Die Girth-Vermutung von Paul Erd6s [Frd63] besagt, dass es fir jedes k > 2 und jedes
geniigend grofie n gibt einen Graph mit n Knoten und Q(n'*/F) Kanten gibt, der keinen Kreis der
Lange hochstens 2k besitzt. Diese Vermutung wurde bisher nur fiir kleine Werte von k bewiesen
und es ist ein offenes Problem in der Kombinatorik, ob die Verallgemeinerung fiir beliebige k zutrifft.
Falls die Girth-Vermutung wahr ist, dann ist der 2k — 1/0(n'*/¥) Trade-off - bis auf Konstanten in
der Grofle — optimal.

Lemma 5.14. Wenn die Girth Vermutung zutrifft, dann gibt es fiir alle geniigend grofle n einen Graph
G mit n Knoten, so dass jeder (2k — 1)-Spanner von G mindestens Q(n'*'/¥) Kanten besitzt.

Beweis. Sei G ein Graph wie in der Girth Vermutung, d.h., G hat Q(n'*1/%) Kanten und Girth mehr
als 2k. Angenommen es gibt einen nicht-trivialen (2k — 1)-Spanner H von G. Nicht-trivial heifit es
gibt mindestens eine Kante (1, v) in G, die nicht in H vorkommt. Da H ein (2k — 1)-Spanner von G
ist gibt es einen Pfad P der Lange hochstens 2k — 1 von u nach v in H. Nun ist aber P U {(u,v)} ein
Kreis der Lange hochstens 2k in G, was der Annahme widerspricht, dass der Girth von G grofler
als 2k. Somit ist G der einzige (2k — 1)-Spanner von G. Es ist also zutreffend zu sagen, dass jeder
(2k — 1)-Spanner von G so viele Kanten wie G hat, namlich Q(n*1/%) viele. O

Einen besseren Trade-off zwischen Stretch und asymptotischer Gréf3e von Spannern zu fin-
den wiirde also darauf hinauslaufen, die Girth-Vermutung zu widerlegen, was fiir sich selbst ein
Durchbruch in der Kombinatorik ware.

5.3 Spanner-Berechnung durch Clustering

Wie wir gesehen haben berechnet der einfache Greedy-Algorithmus bereits einen niitzlichen
Spanner. Allerdings ist dieser Greedy-Algorithmus hochgradig sequentiell, da die Kanten des Graphs
nicht unabhéngig voneinander gepriift werden konnen. Fiir parallele und verteilte Rechenmodelle
(wie das CONGEST Modell) wurden daher andere Algorithmen entwickelt, die Spanner mit dem
vermutlich optimalen Trade-off berechnen bzw. méglichst nahe an diesen Trade-off herankommen.
Wir gehen nun naher darauf ein, wie Spanner effizient im CONGEST Modell berechnet werden
konnen. Ein bekannter Algorithmus von Baswana und Sen [BS07] hat folgende Garantien.

Theorem 5.15 ([BS07]). Fiir jedes k > 2 kann ein (2k — 1)-Spanner eines ungewichteten Graphen
mit O(n'*Y/¥ 4+ kn) Kanten in Erwartung in O(k?) Runden im CONGEST Modell berechnet werden.

Dieser Algorithmus kann auf gewichtete Graphen erweitert werden. Wir werden im Folgenden
den Algorithmus fiir den Spezialfall k = 2 vorstellen; es wird also ein 3-Spanner mit O(n*/?) Kanten
berechnet. Das Ziel ist, dass am Ende der Berechnung jeder Knoten weif3, welche seiner anliegenden
Kanten zum Spanner gehoren.

Der Algorithmus von Baswana und Sen basiert auf der Berechnung von Clustern, die sich
formal folgendermaflen definieren lassen.

Definition 5.16. Ein Cluster ist eine Menge zusammenhdngender Knoten. Ein Clustering ist eine
Menge nicht-iiberlappender Cluster.

Der Algorithmus zur Berechnung des 3-Spanners besteht grundsatzlich aus drei Teilen. Zunachst
wird zuféllig eine Teilmenge Z der Knoten bestimmt, die Zentren. Danach werden Stern-Cluster
um die Zentren als Mittelpunkt gebildet, wobei die jeweiligen Kanten zum Mittelpunkt des Sterns
zum Spanner hinzugefiigt werden. AbschlieBend werden noch zusatzliche Kanten zum Spanner
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hinzugefiigt: geclusterte Knoten fiigen fiir jedes benachbarte Cluster eine der Kanten in das benach-
barte Cluster zum Spanner hinzu und nicht-geclusterte Knoten fiigen die Kanten zu allen ihren
Nachbarn zum Spanner hinzu. Wir geben nun den entsprechenden Pseudocode.

H« (V,0)
Z 0
foreach Knotenov € V do

t Fuge v zu Z mit Wahrscheinlichkeit p = \/%»l hinzu und erstelle Cluster fiir v

O R

5 foreach Knotenv € V \ Z do

6 if v hat (mindestens) einen Nachbar aus Z then

7 Fige v zum Cluster eines Nachbarn aus Z in hinzu
8 L Fuge Kante zu diesem Nachbar zu H hinzu

9 foreach Knotenv € V do

10 if v ist Teil eines Clusters then

11 ‘ Fiige fiir jedes mit v benachbarte Cluster eine Kante zu H hinzu
12 else

13 L Fige Kanten zu allen Nachbarn von v zu H hinzu

Ein Beispiel fiir ein mogliches Ergebnis des Algorithmus ist in Abb. 5.2 gegeben.

( )

(. J

Abbildung 5.2: Beispiel fiir ein Ergebnis des Algorithmus. Die nicht im Spanner enthaltenen Kanten sind grau gestrichelt.
Die zufillig gewéhlten Zentren sind rot markiert und die Cluster mit den Zentren als Mittelpunkte sind griin markiert

Im Algorithmus kénnen Cluster iiber die IDs ihrer Zentren unterschieden werden. Diese IDs
konnen in konstanter Zeit allen Knoten im Cluster sowie allen benachbarten Knoten eines Clusters
bekannt gemacht werden. Daher kann der Algorithmus offensichtlich in einer konstanten Anzahl
an Runden im CONGEST Modell implementiert werden. Wir analysieren nun den Stretch und die
Grof3e des berechneten Spanners.

Lemma 5.17. Der vom Algorithmus berechnete Spanner H hat Stretch 3.

Beweis. Sei (u,v) eine beliebige Kante aus G. Falls einer der Endpunkte u oder v nicht geclustert ist,
enthalt H die Kante (u, v). Falls sowohl u als auch v geclustert sind, unterscheiden wir zwei Falle:
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entweder u und v sind im selben Cluster oder in verschiedenen Clustern. Falls u und v im selben
Cluster sind, gibt es einen Pfad der Lange 2 von u nach v iiber das Zentrum des Clusters. Falls u
und v in verschiedenen Cluster sind, dann ist das Cluster von v zu u benachbart, weil es mindestens
eine Kante (ndmlich (u,v)) von u in das Cluster von v gibt. Daher enthalt H irgendeine Kante (u, w)
so dass w ein Knoten im Cluster von v ist. Somit gibt es einen Pfad der Lange hochstens 3 von u
nach v iiber w und das Zentrum des gemeinsamen Clusters von w und v. O

Lemma 5.18. Der vom Algorithmus berechnete Spanner H hat in Erwartung O(n®'?) Kanten.
Beweis. Es gibt prinzipiell drei Typen von Kanten in H:

1. Kanten zum Zentrum des Clusters fiir geclusterte Knoten
2. Kanten zu benachbarten Clustern fiir geclusterte Knoten

3. Kanten zu Nachbarn fiir nicht-geclusterte Knoten

Wir zeigen nun, dass es von jedem dieser drei Typen in Erwartung O(n®/?) Kanten gibt, woraus
dann (aufgrund der Linearitit des Erwartungswerts) folgt, dass H O(n3/?) Kanten hat.

Jeder geclusterte Knoten hat eine Kante des Typs 1 und da es hochstens n geclusterte Knoten
gibt, gibt es hochstens O(n) = O(n/? Kanten des Typs 1. Jeder geclusterte Knoten hat hochstens so
viele Kanten des Typs 2 wie es Cluster gibt. Die Anzahl der Cluster ist | Z|. Da die Anzahl der Zentren
binomialverteilt mit Parametern p und n ist, gilt Ex[|Z|] = pn = v/n. Da es héchstens n geclusterte
Knoten gibt, gibt es in Erwartung hochstens O(n®? Kanten des Typs 2. Jeder nicht-geclusterte
Knoten hat so viele Kanten des Typs 3 wie er Nachbarn hat. Iteriert man tiber die Nachbarn eines
Knotens in beliebiger Reihenfolge, ist der Zeitpunkt des Auftretens des ersten Zentrums geometrisch
verteilt mit Parameter p; in Erwartung tritt also nach £ = /n Knoten das erste Zentrum unter
den Nachbarn auf. Da nicht-geclusterte Knoten keine Zentren als Nachbarn haben, haben sie also
héchstens O(y/n) Nachbarn in Erwartung. Da es héchstens n nicht-geclusterte Knoten gibt, gibt es
in Erwartung hichstens O(n3/2) Kanten des Typs 3. O

Zuletzt sei angemerkt, dass man das Ergebnis des Algorithmus auch als (1, n3/2)-Partition im
Sinne von Definition 3.4 zur Anwendung im Synchronizer y interpretiert werden kann.
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6 Berechnung kiirzester Wege

6.1 Problemstellung

Es gibt verschiedene Algorithmen zur Berechnung von kiirzesten Wegen in verteilten Modellen
wie dem CONGEST Modell. Wir definieren zwei Probleme:

Single-Source Shortest Paths (SSSP): Es ist ein Startknoten s gegeben und das Ziel ist, von diesem
Knoten aus die Distanz zu jedem Knoten v zu berechnen. Jeder Knoten weif}t initial, ob er der
Startknoten ist oder nicht. Am Ende soll jeder Knoten v die Distanz dist(s,v) vom Startknoten s
zu v kennen. Man konnte noch zusitzlich verlangen, dass ein Baum kiirzester Wege berechnet
werden muss. In einem verteilten Modell hiefe das, dass jeder Knoten den Vorgéngerknoten auf
dem kiirzesten Weg von s kennen muss; dieser entspricht dem Elternknoten im Baum.

All-Pairs Shortest Paths (APSP): Das Ziel ist die Distanz dist(u, v) fiir alle Paare von Knoten
u und v zu berechnen. Am Ende kennt jeder Knoten o fiir jeden anderen Knoten u die Distanz
dist(u, v). Fir jeden Knoten miissen also n — 1 verschiedene Distanzwerte berechnet werden.

6.2 Ungewichtete Graphen
6.2.1 Wiederholung: Breitensuche

In ,ungewichteten® Graphen haben alle Kante das gleiche Gewicht und wir normieren dieses
Gewicht auf 1. Wir konnen das SSSP-Problem in solchen Netzwerken durch Breitensuche 16sen: Der
Startknoten s hat die Initialdistanz 0 zu sich selbst (dist(s, s) = 0), und jeder Knoten, der erstmals
eine Distanzinformation erhalten hat, sendet eine Nachricht mit einer um 1 erhéhten Distanz an
alle Nachbarn.

Ein Beispiel fiir den Breitensuche-Algorithmus, den wir bereits kennengelernt haben, ist in den
Abb. 6.1 zu finden: Anfangs hat der Startknoten Distanz O zu sich selbst und sendet in der ersten
Runde die Distanzinformation 1 an alle seine Nachbarn. Der Startknoten wird zum Elternknoten
seiner Nachbarn im Breitensuchbaum und die entsprechende Baumkante ist jene Kante, iiber die die
Distanzinformation empfangen wurde. Die Nachbarn tibernehmen diesen Distanzwert und senden
in der zweiten Runde die Distanzinformation 2 an alle ihre Nachbarn, aufier ihren Elternknoten im
Baum. Diese Propagation von Distanzwerten wiederholt sich bis alle Knoten erreicht wurden.

Abbildung 6.1: Beispiel fiir erste Runde (oben) und zweite Runde (unten) der Breitensuche im gegebenen Netzwerk
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Aus den Garantien, die wir fiir den Breitensuche-Algorithmus bereits kennengelernt haben,
folgt folgendes Theorem fiir das SSSP-Problem.

Theorem 6.1. Im CONGEST Modell kann das SSSP-Problem fiir ungewichtete Graphen in O(D)
Runden geldst werden.

6.2.2 All-Pairs Shortest Paths

Idee: Man fiihrt fiir jeden Knoten die Breitensuche in ungewichteten Graphen aus. Dadurch erhalt
man fiir jeden Knoten die Distanz zu jedem anderen Knoten.

Naive Umsetzung: Wenn ein Knoten an mehreren Breitensuchen teilnimmt, kann es passieren, dass
dieser Knoten gleichzeitig mehrere Distanzinformationen von mehreren Breitensuchen empfangt
und in der gleichen Runde all diese Informationen weiterleiten miisste. Dies kann man wegen der
beschrankten Nachrichtengréf3e im CONGEST Modell aber nicht einfach dadurch umsetzen, dass all
diese Informationen in eine Nachricht gepackt werden. Der naive Ansatz wire nun die Breitensuchen
schrittweise nacheinander auszufithren, wofiir dann O(nD) Runden benétigt werden. Im Fall der
Breitensuche gibt tatsdchlich aber eine effizientere Losung: Parallelisierung durch Randomisierung,.

6.2.3 Parallelisierung durch Random Delay

Wir verwenden die Random Delay Technik [LMR94, Nan14], um mehrere Instanzen der Breitensuche
parallel ausfithren zu kénnen. Das Ziel ist dabei Breitensuche fiir k = |U| verschiedene Startknoten
auszufithren.

Idee: Wir nutzen aus, dass im Breitensuche-Algorithmus jeder Knoten hochstens einmal Distanzin-
formation an seine Nachbarn sendet.

Random Delay Algorithmus:

Jeder Startknoten s; wahlt uniform zufélliges 6; € {0,..., k-1}
Knoten s; startet Instanz des Algorithmus mit Verzogerung §;

Wir werden sehen, dass diese Art der Randomisierung dafiir sorgt, dass die zu versendenden
Distanzinformationen fiir jeden Knoten einigermafien gut verteilt werden so dass wenige Distanz-
informationen verschiedener Breitensuchen gleichzeitig gesendet werden miissen. Wir werden also
folgendes Lemma beweisen.

Lemma 6.2. Der Random Delay Algorithmus berechnet einen Breitensuchbaum fiir jeden Knoten in
U in O(k + D) Runden und bendtigt Nachrichtengrifse O(log? n) mit hoher Wahrscheinlichkeit.

Dabei ist klar, dass bei einem Delay von hichstens k — 1 die letzte Breitensuche nach O(k + D)
Runden abgeschlossen ist. Unsere Analyse wird sich daher auf die Beschrinkung der Nachrichten-
groBe fokussieren. Wenn man Nachrichtengréfe O(log? n) zur Verfigung hitte, wiirde dann der
Random Delay Algorithmus O(k + D) Runden benétigen. Da wir nur Nachrichtengrofie O(log n)
im CONGEST Modell zur Verfiigung haben, simulieren wir den Algorithmus aus Lemma 6.2 folgen-
dermafien: Jede Runde des urspriinglichen Algorithmus aus dem Lemma wird unterteilt in log n
simulierte Runden, in denen jeweils O(log n) Bits der zu ibertragenden Nachricht gesendet werden.
Daraus folgt, dass (mit dieser Simulation) der Random Delay Algorithmus O((k + D) log n) Runden
im CONGEST Modell benétigt.
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Theorem 6.3. Im CONGEST Modell gibt es einen Monte-Carlo Algorithmus, der das APSP Problem
fiir ungewichtete Graphen in O(nlog n) Runden mit hoher Wahrscheinlichkeit lost.

Das Theorem folgt aus der obigen Diskussion, da D < n — 1 und k = n — 1 gilt. Es handelt
sich hierbei um einen Monte-Carlo Algorithmus, der korrekt ist, wenn die Nachrichtengréfie von
O(log n) eingehalten werden kann. Wenn das nicht der Fall ist, ist unklar, was zu tun ist, und wir
erlauben dem Algorithmus abzubrechen, was zu einem falschen oder unvollstdndigen Ergebnis
fuhrt.

6.2.4 Analyse

Wir mochten nun folgendes Lemma beweisen.

Lemma 6.4. In jeder Runde des Random Delay Algorithmus werden mit hoher Wahrscheinlichkeit fiir
jeden Knoten nur Nachrichten aus O(log n) Instanzen gleichzeitig gesendet.

Wir wenden folgende Strategie zum Beweis dieses Lemmas an: Wir zeigen, dass es mit ho-
her Wahrscheinlichkeit nie vorkommt, dass fiir irgendeinen Knoten in mehr als O(log n) vielen
Instanzen der Breitensuche gleichzeitig Nachrichten gesendet werden miissen. Daraus folgt die ge-
wiinschte Bandbreitenbeschrankung fiir Lemma 6.2, weil jede Nachricht aus den O(log n) Instanzen
nur GréBe O(log n) hat. Somit ist insgesamt eine Nachrichtengrofe von O(log? n) ausreichend.

Beweis von Lemma 6.4. Wir wissen, dass in jeder Instanz des Breitensuche-Algorithmus jeder Kno-
ten nur einmal eine Nachricht sendet. Wir bezeichnen fiir jeden Knoten v und jede Instanz i mit
M, ; jene eindeutige Nachricht, die v in der i-ten Instanz der Breitensuche zu irgendeinem Zeitpunkt
senden muss. Weiters bezeichnen wir mit r,; jene Runde, in der diese Nachricht M, ; gesendet
werden wiirde, wenn die i-te Instanz der Breitensuche ganz ohne Delays (und ohne die anderen
Instanzen) ausgefithrt werden wiirde.

Wir fixieren zunichst eine Runde r, einen Knoten v und eine Instanz i. Die Wahrscheinlichkeit,
dass Nachricht M, ; in Runde r von Knoten v gesendet wird ist hochstens % also:

I =

Pr[M,; in Runde r von v gesendet]| <

Warum ist das so? Wir wissen, dass aufgrund des Delays §; der i-ten Instanz die Nachricht M, ; in
Runde §; + r,; gesendet wird. Wenn wir nun annehmen, dass die Nachricht in Runde r gesendet
wird, muss r = §; + r,; gelten, oder anders ausgedriickt: §; = r — r, ;. Damit diese Gleichung erfullt
ist, muss r — r,; einen Wert zwischen 0 bis k — 1 annehmen und §; muss diesem Wert entsprechen.
Fiir die Wahl von §; gibt es k verschiedene Moglichkeiten, die alle gleich wahrscheinlich sind, aber
hochstens eine Wahl, die die Anforderung J; = r — r,; erfillt. Daher ist die Wahrscheinlichkeit
diese Anforderung zu erfiillen hochstens %
Wir fixieren nun eine Runde r, einen Knoten v und eine Menge von Nachrichten M C
?:1 {M,,;}. Die Menge M ist dabei eine Teilmenge der Einzelnachrichten, die v in den k Instanzen
sendet. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Nachricht M, ; in Runde r von v gesendet zu werden héngt
nur von der Wahl des Delays §; ab. Da die Delays unabhéngig voneinander gewahlt wurden, ist
die Anzahl an Nachrichten aus M, die in Runde r von v gesendet werden binomialverteilt — der
Prozess kann also durch ein Bernoulli-Experiment modelliert werden. Wie oben analysiert, ist die
Wahrscheinlichkeit, dass eine einzelne Nachricht aus M genau in Runde r von Knoten v gesendet
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wird, hochstens % Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass alle Nachrichten aus M genau in Runde r von
Knoten v gesendet werden, gilt somit:

IM|
Pr[,alle Nachrichten aus M in Runde r von v gesendet”| < (E) (6.1)

Wir mochten nun argumentieren, dass es fiir eine Menge von Nachrichten M der Gréf3e
IM| = Q(log n) sehr unwahrscheinlich ist, dass alle Nachrichten aus M in irgendeiner Runde r von
irgendeinem Knoten v gleichzeitig gesendet werden sollen. Allgemein gilt, dass es hochstens (lf,)
Nachrichtenmengen M C %, {M,;} der GréBe |M| = ¢ gibt. Dies liegt daran, dass es prinzipiell
(];) verschiedene Moglichkeiten gibt, aus einer Menge der Grofie k eine Teilmenge der Grofle ¢
auszuwéihlen.

Seinun ¢’ = max{(c+4) log n, 2e}, wobei e die Eulersche Zahl ist, und sei S, , folgendes Ereignis:
es gibt eine Teilmenge M C Ule {M,;} der GroBe I[M| > ¢’ so dass im Random-Delay Algorithmus
alle Nachrichten aus M in Runde r gleichzeitig von Knoten v gesendet werden. Nun wenden wir
(6.1) mit einer Union Bound tiber alle moglichen Teilmengen der Gréfien ¢’ bis k an und erhalten:

k\ (1)
Pr[Srol < ) ([)(E) .
t'<t<k

Durch Anwendung der allgemeingiiltigen Ungleichung () < (%)b und der aus der Definition von

' resultierenden Ungleichungen ¢’ > (¢ +4)logn und ¢’ > 2e kénnen wir die Wahrscheinlichkeit
Pr[S, ] folgendermaflen nach oben beschranken:

ek t 1 t et 1 (c+4) logn 1 1
Prisiel < ) (7) (z) = 2 (g) =+ (5) =R S e

'<t<k '<t<k

Mit einer erneuten Anwendung der Union Bound erhalten wir

U s

1<r<2n,0eVv

11
< DL Pr[Spel < 207 5 <

1<r<2n,0eV

Pr .
n

Das Gegenereignis zu |1 <, <on0ev Sr,o ist, dass fiir jede Runde r und jeden Knoten v die Menge der
in Runde r von Knoten v gesendeten Nachrichten hochstens Grofie £/ = O(log n) hat, und es hat

mit der obigen Abschatzung Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — n—lc o

6.2.5 Zusammenfassung Random Delay

Mit einer leichten Modifikation des Beweises kann man die Random Delay Technik auch fiir
Algorithmen anwenden, bei denen jeder Knoten mehr also einmal sendet. Diese Verallgemeinerung
liefert folgende Garantie.

Lemma 6.5. Sei A ein Algorithmus im CONGEST Modell, der R(n) = n®") Runden benétigt und in
dem jeder Knoten in insgesamt M(n) = n°1) Runden Nachrichten sendet. Dann kinnen k = n®)
Instanzen von A mit hoher Wahrscheinlichkeit in O((R(n) +kM(n)) log n) Runden ausgefiihrt werden.

In diesem Lemma steht n®!) fiir ein beliebiges Polynom in 7.
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6.3 Gewichtete Graphen
6.3.1 Modell

Fiir gewichtete Graphen gibt es einige Modellierungsaspekte, die zuerst bedacht werden sollten.
Jeder Kante e = (u,v) wird ein Gewicht w(u,v) zugeordnet, das initial sowohl dem Knoten u als
auch dem Knoten v bekannt ist. im Folgenden sind die Kantengewichte immer positive, ganze
Zahlen von 1 bis W. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass W polynomiell in n ist, also
W = n®W_ Dadurch kann beispielsweise die Summe von bis zu n Kantengewichten in einer
Nachricht der Grofie O(log n) gesendet werden. Wir gehen davon aus, dass die Kantengewichte
Kosten reprasentieren und keine Delays; die direkte Kommunikation mit Nachbarn dauert weiterhin
nur eine Runde. Mit D bezeichnen wir weiterhin den Durchmesser des ungewichteten Netzwerks.
Fir Distanzberechnungen in gewichteten Graphen ist auflerdem folgende Definition oft niitzlich.

Definition 6.6. Fiir jedes Paar von Knotenu undv und jedesh > 0 bezeichnet die h-Distanz dist” (u, 0)
die Ldnge des kiirzesten Wegs von u nach v mit hochstens h Kanten.
6.3.2 Bellman-Ford Algorithmus

Im Folgenden verwenden wir eine Variante des Bellman-Ford Algorithmus zur SSSP-Berechnung.
Dieser Algorithmus arbeitet folgendermafien:

Initialisierung in Runde 1:

51(0) 0 fallso=s
Z) =
! oo andernfalls

Update in Runde r > 2:

6 (v) = (u’mvgrelE(csrq(u) +w(,0))

Die Korrektheit und die Laufzeit dieses Algorithmus ergeben sich aus folgender Invariante.

Lemma 6.7 (Invariante). Nach Runde r entspricht 5,(v) fiir jeden Knoten v der Linge des kiirzesten
Wegs von s nach v mit hochstens r — 1 Kanten, also 6,(v) = dist" (s, ).

Wir iiberspringen den Beweis dieser Invariante, da er nur Standardargumente benétigt, die
wir bereits an mehreren Stellen verwendet haben. Die Korrektheit und Laufzeit des Algorithmus
ergibt sich aus der Invariante, da der absolut kiirzeste Weg immer héchstens n — 1 Kanten hat. Wir
erhalten also folgendes Ergebnis.

Theorem 6.8. Im CONGEST Modell kann das SSSP-Problem fiir gewichtete Graphen in O(n) Runden
geldst werden.

Wir betrachten ein Beispiel fiir die Durchfithrung des Bellman-Ford Algorithmus: Im Netzwerk
von Abb. 6.2 kennt am Anfang der Startknoten die Distanz 0 zu sich selbst.

In der ersten Runde sendet der Startknoten seine Distanz an alle Nachbarknoten. Diese Distanz
wird von den Nachbarknoten in Runde 2 empfangen und der aktualisierte Wert jedes Nachbarkno-
tens entspricht dem Gewicht seiner Kante zum Startknoten, sieche Abb. 6.3.

Wenn diese Update-Schritte solange wiederholt werden, bis keine Anderungen mehr auftreten,
dann erhalt man das in Abb. 6.4 dargestellte Ergebnis. Jeder Knoten kennt dann seine Distanz zu s.
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Abbildung 6.2: SSSP-Problem fir gewichtete Graphen

Abbildung 6.3: SSSP-Problem fiir gewichtete Graphen

Abbildung 6.4: SSSP-Problem fiir gewichtete Graphen
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6.3.3 All-Pairs Shortest Paths

Wir méchten das APSP Problem in gewichteten Graphen mit der gleichen Idee wie in ungewichteten
Graphen l6sen, namlich in dem wir mit der Random-Delay Technik fiir jeden Knoten des Netzwerks
eine Instanz eines SSSP-Algorithmus ausfithren. Im Bellman-Ford Algorithmus sendet aber jeder
Knoten in jeder Runde. Somit wiirde man mit der Random-Delay Technik nur eine Laufzeitschranke
O(n?log n) erhalten. Das ist natiirlich schlechter als O(n?), die Schranke die man bei sequentieller
Ausfiihrung der n Instanzen von Bellman-Ford erhélt. Das Ziel ist nun, einen SSSP-Algorithmus
mit einer geringerer Anzahl an Nachrichten pro Knoten zu entwerfen. Dies kann mit einer Art
sgewichteter” Breitensuche erreicht werden. Dabei simulieren wird den gewichteten Graph als
ungewichteten Graph, indem jede Kante konzeptuell durch einen Pfad entsprechender Lange ersetzt
wird. Diese Idee kann mit folgendem Algorithmus umgesetzt werden:

s hat Distanz *$ 0 $* zu sich selbst sendet fiir jeden Nachbarknoten v in Runde w(s,v) die
Distanzinformation w(s,v) an v (Empfang durch v in Runde w(u,v) + 1)

Sobald fiir Knoten u # s das erste Mal eine Distanz-Information § empfangen wurde :
Sei r die aktuelle Runde
Fiir jeden Nachbarknoten u: Sende Distanzinformation § + w(u,0) an v in Runde r + w(u,0) — 1
(Empfang durch v in Runde r + w(u,v))

Analog zur bereits bekannten Breitensuche lasst sich fiir die ,gewichtete” Breitensuche folgende
Invariante aufstellen, deren Beweis wir wiederum iiberspringen.

Lemma 6.9 (Invariante). Fiir jeden Knotenv gilt: Die erste Distanznachricht wird in Runde dist(s,v)+1
empfangen; sie hat den Inhalt dist(s, v).

Der Offset +1 ergibt sich dadurch, dass die Rundenzdhlung bei 1 beginnt, aber die kleinste
Distanz, namlich dist(s, s) den Wert 0 hat.

Durch die Simulation der Breitensuche erhalten wir also einen SSSP-Algorithmus, in dem
jeder Knoten nur einmal Nachrichten sendet, und dessen Laufzeit von der gewiinschten Tiefe des
Breitensuchbaums abhéngt.

Lemma 6.10. Fiir jedes T > 0 kann in T + 1 Runden fiir jeden Knoten v ein Wert §(v) berechnet
werden, so dass §(v) = dist(s,v) falls dist(s,v) < T und §(v) = oo andernfalls, wobei jeder Knoten in
hochstens einer Runde Nachrichten an seine Nachbarn sendet.

Zur Berechnung der Distanz dist(s, v) fiir jeden Knoten v sind also O(nW) Runden ausreichend,
weil jede Kante ein Gewicht von hochstens W hat und jeder kiirzeste Weg aus hochstens n — 1
Kanten besteht. Dadurch ergibt sich ein ,pseudopolynomieller® SSSP-Algorithmus, dessen Laufzeit
vom Wert von W abhangt (und nicht von log W, wie es von ,polynomiellen® Algorithmen gefordert
wird.)

Lemma 6.11. Im CONGEST Modell kann das SSSP-Problem fiir gewichtete Graphen in O(nW) Runden
geldst werden, wobei jeder Knoten hichstens einmal Nachrichten sendet.

Jetzt nutzen wir die Random-Delay Technik und mit der Anwendung von Lemma 6.5 ergibt
sich folgendes Theorem zur Losung des APSP-Problems.

Theorem 6.12. Im CONGEST Modell gibt es einen Monte-Carlo Algorithmus, der das APSP-Problem
fiir gewichtete Graphen in O(nW log n) Runden mit hoher Wahrscheinlichkeit [dst.
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6.4 Approximationsalgorithmus fiir Single-Source Shortest Paths

Im Folgenden werden wir das Single-Source Shortest Path Problem fiir gewichtete Graphen naher
betrachten. Wir haben in Abschnitt 6.3.2 bereits einen einfachen Algorithmus kennengelernt, der das
Problem in O(n) Runden l6st. Der derzeit schnellste Algorithmus fiir dieses Problem [CM20] benétigt
mit hoher Wahrscheinlichkeit O((vnD4+D)-1og®" n) viele Runden. Es ldsst sich ebenfalls zeigen,
dass Algorithmen fiir das SSSP-Problem nicht beliebig gut sein konnen. Im Allgemeinen werden
Q(+/n/log n + D) Runden benétigt [PR0O0]. Eine annéhernd ,enge” obere bzw. untere Schranke fiir
dieses Problem zu finden ist ein grofies offenes Problem.

Eine ,enge” obere/untere Schranke ist bisher nur fiir Approximationsalgorithmen bekannt. Wir
sagen, dass ein Algorithmus eine (multiplikative) a-Approximation fiir das SSSP-Problem berechnet,
wenn am Ende jeder Knoten v eine Distanzschitzung (s, v) hat, fur die gilt:

dist(s,v) < 6(s,v) < adist(s,0).

Einerseits werden im Allgemeinen werden Q(4/n/(alogn) + D) Runden benétigt, um eine a-
Approximation fiir das SSSP Problem zu berechnen [Elk06]. Andererseits kann eine (1 + €)-
Approximation fiir das SSSP Problem mit hoher Wahrscheinlichkeit in O((y/n+D) 1og®® (n) /€00
Runden berechnet werden [BFKL21].

Wir werden nun einen etwas weniger effizienten Approximationsalgorithmus entwickeln,
der O(n?/3log? (n)/e + D) Runden benotigt und mit hoher Wahrscheinlichkeit eine (1 + €)-
Approximation berechnet, wobei 0 < € < 1 ein Parameter fiir die gewiinschte Approximationsgiite
ist. Fir diesen Approximationsalgorithmus verwenden wir zwei hilfreiche Lemmas.

Lemma 6.13. Sei h ein Parameter und sei Z (Zentren) eine Menge zu der jeder Knoten unabhdngig
mit Wahrscheinlichkeit p = ((c¢ + 2) Inn)/h hinzugefiigt wurde. Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit
mindestens 1 — n—lc: Fiir jedes Knotenpaar u und v gibt es einen kiirzesten Weg von u nach v, der weniger
als h Kanten hat oder innerhalb der ersten h vom Startknoten verschiedenen Knoten ein Zentrum

enthdlt.

Lemma 6.14. SeiZ eine Teilmenge von Knoten und h ein Parameter. In O((|Z|+h) log(nW) log(n)/€)
Runden kann fiir jedes x € Z und jedes v € V eine approximative Distanz dist(x, v) berechnet werden
(die v am Ende kennt), fiir die mit hoher Wahrscheinlichkeit gilt:

dist(x,0) < (ﬁ(x, 0) < (1+e¢)dist"(x,0).

Wir beweisen diese Lemmas erst spater und fokussieren uns im Folgenden darauf einen Ap-
proximationsalgorithmus unter Zuhilfenahme der beiden Lemmas zu entwickeln. Die Grundidee
des Algorithmus ist, die SSSP Berechnung auf ein relativ kleines Overlay-Netzwerk H mit den
Zentren als Knoten zuriickzufithren, also ein Netzwerk der Gestalt H = (Z, Z X Z) mit Gewichten
wg(x,y) = (fii\sjc(x, y) fir alle x, y € Z, wobei c/li\s?c(x, y) eine noch néher zu bestimmende Distanzap-
proximation bezeichnet. Dabei ist zu beachten, dass das Overlay-Netzwerk nur konzeptuell erstellt
wird; die Kanten zwischen den Zentren werden nicht in das Kommunikationsnetzwerk eingefiigt.

Wir formulieren unseren SSSP-Approximationsalgorithmus zunéchst fiir einen beliebig wahl-
baren Parameter i und bestimmen spéter eine gute Wahl fiir diesen Parameter. Der Algorithmus
besteht aus fiinf Schritten:

1. Intern fiir jeden Knoten o: Fiige v mit Wahrscheinlichkeit p = ((¢ + 2) Inn)/h zu Z hinzu,
fuge s immer zu Z hinzu

54



2. Berechne, fﬁfjlle Paare x € Z, v € V, approximative Distanzen &i\s/t(x, v), fur die gilt:
dist(x,v) < dist(x,0) < (1 +¢) dist"(x,v)

3. Mache dist(x, y) fur alle Paare x,y € Z im gesamten Netzwerk durch Up- und Downcasts
bekannt

4. Intern fiir jeden Knoten v: Konstruiere Graph H, = (Z U {0}, (Z U {v})?) mit Gewicht
wh, (x,y) = dist(x, y) fiir jede Kante (x, y)

5. Intern fiir jeden Knoten v: Berechne §(s, v) := distg, (s, v) als Ergebnis

6.4.1 Laufzeit

Fir die Laufzeitanalyse beobachten wir zunéchst, dass die Knoten des Netzwerks fiir die Schrit-
te 1, 2 und 5 gar nicht kommunizieren miissen. Schritt 2 benétigt laut Lemma 6.14 O((|Z| +
h) log(nW) log(n)/€) Runden und Schritt 3 benotigt O(|Z|? + D) Runden durch eine Kombination
aus multiplem Upcast (siehe Abschnitt 2.6.1) und multiplen Downcast (siehe Abschnitt 2.5.1). Die
Anzahl an Zentren |Z| ist in Erwartung O(7 logn) und mittels der Anwendung der Chernoft-
Bound (Theorem B.13) lasst sich argumentieren, dass |Z| von diesem Erwartungswert mit hoher
Wahrscheinlichkeit nur um einen konstanten Faktor abweicht (sofern h < %) fiir eine genii-
gend grofe Konstante c¢ gilt). Daher benétigt unser Algorithmus mit hoher Wahrscheinlichkeit
O((h+ 7 logn) -log(nW) log(n) /e + Z—i (log n)? + D) viele Runden. Wir setzen fiir unseren Algorith-
mus h = n?/3 (womit h < 2 fur n grof3 genug gilt) und erhalten somit eine Rundenkomplexitit von
O((n?3 + n'3logn) - log(nW)log(n) /e + n*3(log n)? + D). Dies lasst sich vereinfacht darstellen
als O(n?/3log(nW) log(n)/e + D).

6.4.2 Korrektheit

Wir zeigen nun, dass das vom Algorithmus berechnete Ergebnis §(s, v) := distg, (s, v) (fir jeden
Knoten v € V) korrekt ist, also die gewiinschte Approximationsgiite liefert.

Lemma 6.15. Mit hoher Wahrscheinlichkeit gilt: dist(s,v) < distg, (s,0) < (1 + ¢€) distg(s,v) fiir
jeden Knotenv € V.

Beweis. Seiv € V beliebig. Da jeder Knoten von H, auch in G vorkommt und jedes Gewicht einer
Kante (x,y) in H, die Ungleichung wg, (x,y) := (’ﬂsit(x, y) > distg(x, y) gilt (das Kantengewicht
die Distanz in G also nicht unterschétzt) gilt klarerweise die Ungleichung disty, (s,v) > distg(s,v)
tiir alle v € V. Es bleibt zu zeigen, dass distg, (s,0) < (1 +¢€) distg(s,0) firallev € V.

Sei 7 der kiirzeste Weg von s nach v in G. Durch die wiederholte Anwendung von Lemma 6.13
kann 7 so gewéhlt werden, dass der Pfad mit hoher Wahrscheinlichkeit jeweils nach héchstens
h Kanten ein Zentrum enthilt (siehe Abb. 6.5). Sei nun x1, X3 . . ., x; die Sequenz der Zentren auf

den inneren Knoten von 7 und seien xg := s und x4, :=v. Da xy, ..., xx € Z gilt, enthilt H, Kante
(x4, x;41) fiir alle 0 < i < k — 1. Ebenso enthilt H, Kante (x, xx+1). Daher gibt es in H, einen Pfad
7’ = (X0, X1, . .., Xk, Xks1) VON S = Xg Nach 0 = xpyq.

Wir kénnen die Gewichte der Kanten auf 7’ folgendermafien nach oben beschréinken. Fiir alle
0 < i < k hat der Teilpfad von x von x; nach x;;; hochstens h Kanten enthilt. Da jeder Teilpfad
eines kiirzesten Wegs ebenfalls ein kiirzester Weg ist, gilt somit

diSté (%3, x341) = distg (i, xi41) (6.2)
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Abbildung 6.5: Unterteilung des kiirzesten Wegs von s nach v so dass jeweils nach hochstens h Kanten ein Zentrum (rot)
erreicht wird.

fir alle 0 < i < k. Die entsngchende Kante (x;,x;41) in H, haLl/aut Algorithmus (Schritt 4)
das Gewicht wg, (x;, x;41) = dist(x;, x;41). Laut Lemma 6.14 gilt dist(x,0) < (1 +¢€) disth(x, v).
Wegen (6.2) gilt somit insgesamt

wi, (X;, Xi41) < (1 +€) dist(x,v) . (6.3)

Nun kann distg, (s, v) auf folgende Weise nach oben beschriankt werden: Zunachst gilt dass der
kiirzeste Weg von s nach v in H, aufgrund seiner Eigenschaft als kiirzester Weg niemals langer ist
als der von uns betrachtete Pfad 7', also distp, (s,0) < wg, (7’) := Zfzo wi, (X, Xi+1). Wegen 6.3
gilt Zf:() wh, (%1, xi41) < (1+¢€) Zf:o distg (x, xi4+1). Aufgrund der Definition von xg, X1, . . ., Xg41 als
Knoten auf einem kiirzesten Weg von s = xg nach v = xg41 in G gilt distg (s, 0) = Zf:o distg (x, xi41)
(der kiirzeste Weg ist insgesamt so lang wie die Summe seiner Teilstiicke). Insgesamt gilt also
disty, (s,v) < (1 +€) distg(s,v). O

6.4.3 Beweis von Lemma 6.13

Wir fixieren in unserem Beweis fiir jedes Paar von Knoten u,0 € V einen der kiirzesten Wege
von u nach v. Sei Z die Menge der zufillig gewihlten Zentren und seien 7y, 73, . . . 71 (mit £ < n?)
jene paarweisen kiirzesten Wege mit mindestens h Kanten. Wir mochten zeigen dass mit hoher
Wabhrscheinlichkeit jeder dieser Pfade — abgesehen von seinem jeweiligen Startknoten — ein Zentrum
enthalt.

Fiir jeden solchen Pfad 7; ist die Anzahl an Zentren innerhalb seiner ersten h vom Startknoten
verschiedenen Knoten binomialverteilt mit Parametern h und p = ((c + 2) Inn)/h. Sei A; jenes
Ereignis das eintritt, wenn s; innerhalb seiner ersten h vom Startknoten verschiedenen Knoten ein
Zentrum enthilt. Das entsprechende Gegenereignis A; hat die Wahrscheinlichkeit

c+2

Pr[A;] = (1-p)t = (1 —p)eDmm/p — ((1 _p)%)lnn

Unter Verwendung der Ungleichung (A.18) ((1 - %)x < %) erhalten wir

lnnc+2
_ 1 1
PI‘[Aj] < (—)

e

- nc+2 :

Wir kénnen nun die Wahrscheinlichkeit, dass jeder der Pfade 7, 79, . . . 7, innerhalb seiner
ersten h vom Startknoten verschiedenen Knoten ein Zentrum enthélt durch das Gegenereignis
abschatzen:
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6.4.4 Beweis von Lemma 6.14

Wir werden uns auf folgendes Lemma konzentrieren.

Lemma 6.16. Eine Distanzapproximation dist(s, -), fur die
dist(s,v) < (ﬁ(s, 0) < (1+¢)dist"(s,0)

fiir jeden Knoten v gilt, kann in O(hlog (hW)/e) vielen Runden berechnet werden. Dabei sendet jeder
Knoten in O(log (hW)) vielen Runden.

Lemma 6.14 folgt dann aus Lemma 6.16 durch Anwendung der Random-Delay Technik aus
Lemma 6.5.

Fiir unseren Beweis von Lemma 6.16 verwenden wir nun wiederholt einen Hilfsalgorithmus
mit folgenden Garantien.

Lemma 6.17 ([CM20]). Seien M > 0, T > 0 und sei G ein Graph mit Kantengewichten > M. Dann
konnen von einem Startknoten s aus alle Knoten v mit distg(s,v) < T sowie deren Distanz distg(s, v)
in O(T /M) Runden berechnet werden, wobei jeder Knoten hiochstens in einer Runde Nachrichten sendet.

Der Beweis dieses Lemmas ist eine interessante Ubungsaufgabe.

Im Folgenden analysieren wir fiir alle i > 0 des Ergebnis dieses Hilfsalgorithmus jeweils fiir die
Parameter M; := 6721 und T; := (1 +¢) - 27! im Graph GiT , in dem alle kleineren Gewichte aus G auf
den Wert M; aufgerundet werden, also

M; falls wg (u,v) < M;

w(u,v) andernfalls

WGI(”’U) = {
fur alle Kanten (u, v) aus G.

Lemma 6.18. Fiir alle Paare von Knoten x,y € V gilt:

1 diStGlT (x,y) = distg(x,y)
2. Falls distg(x, y) > 2% distGiT (x,y) <(1+e¢) dist}(’;(x, Y)
3. Falls 2" < dist? (x,y) < 271 dist 1 (x,y) < T;

Beweis. Die erste Eigenschaft gilt offensichtlich, weil die Gewichte in Gl.T mindestens so grof} sind
wie in G. Die letzte Eigenschaft folgt aus der zweiten Eigenschaft und aus der Definition von T;:
Wegen dist?; (x,y) > 2! gilt dist;1(xy) < (1+¢€) dist?; (x,y) und wegen dist?; (x,y) < 2! gilt
(1+¢) dist}(’; (x,y) < (1+€)2' = T;, also insgesamt: dist ;1 (x,y) < Th.

Fiir den Beweis der zweiten Eigenschaft betrachten wir einen kiirzesten Weg 7 von x nach y in
G (also mit Gesamtgewicht wg () = distg(x, y)). Jede Kante in GiT hat durch das Aufrunden einen

um hochstens M; hoheren Wert als in G. Daher hat der Pfad , der aus hochstens h Kanten besteht,
in Gl.T einen um hochstens h - M; hoheren Wert als in G. Da der Pfad & auch in Gl.T existiert, hat der
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kiirzeste Weg in Gl.T hochstens das Gewicht von 7 in GiT, also dist ;1 (x,y) < w1 (7). Zusammen

mit der Definition von M; und der Ungleichung 2! < dist?; (x,y) ergibt sich dadurch
diStGlT (x,y) < Wl () <wg(m)+h-M; = distg(x, y)+€2' < distg(x, y)+e disté’;(x, y
= (1+e¢)dist!(x,v) .
o

Wir verwenden nun folgenden Algorithmus, um die h-Distanzen von einem gegebenen Start-
knoten s zu berechnen:

1. Fir jedes 0 < i < |log (hW)], berechne folgenden Wert (ﬁi(s, v) fiir jeden Knoten v € V:

diStGlT (s,0) falls distGiT (s,0) < T;

00 andernfalls.

&i\s/ti(s, ) := {

2. Intern, fiir jeden Knoten 0: Berechne &i\sit(s, 0) = Ming<;<|log (hW)] (i;sjci(s, v)

Dabei erfolgt die Berechnung der Werte cfli‘sit,-(s, v) fir jedes 0 < i < |log(hW)] durch den
Algorithmus aus Lemma 6.17 mit Parametern M; und T; in O(T;/M;) = O(h/e) vielen Runden.
Dadurch ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von O(hlog (hW)/e€) vielen Runden.

Die Korrektheit dieses Algorithmus léasst sich folgendermafien argumentieren: Sei v € V.

Fir jedes 0 < i < [log (hW)] kénnen wir zwei Fille unterscheiden: Falls dist (s,0) < T;
gilt, dann ist (Efs%i(s, v) = dist Gl (s,v); da aufgrund der zweiten Eigenschaft aus Lemma 6.18
dist ;1 (s,0) > distg(s,v) gilt, erhalten wir &i‘sit,-(s, v) > distg(s,v). Andernfalls ist cfli‘siti(s, v) =

und ai\s/ti(s, v) > distg (s, v) gilt trivialerweise. Insgesamt gilt also immer a;sjci(s, v) > distg(s,v).
Wenn diese Ungleichung fiir jeden der Werte (fii‘sit,-(s, v) gilt, dann gilt sie insbesondere auch fiir das
Minimum all dieser Werte, also (Ti?t(& 0) = MiNg<i<iog (hw) ai\s/ti(s, v) > distg(s,v).

Wihle nun j zwischen 0 und |log (hW)| so dass 2/ < dist’é(s, 0) < 2/t gilt; da dist’é(s, v) <
hW gilt, gibt es immer ein eindeutiges j, das diese Bedingung erfillt. Aufgrund der dritten Eigen-
schaft aus Lemma 6.18 gilt disthT_ (x,0) < T; und somit &i\sitj (s,0) = disthT_ (s,0). Aufgrund der

zweiten Eigenschaft aus Lemma 6.18 gilt dist ;1(s,0) < (1 +¢€) disté (x,v) und somit dist j(s,0)
J

(1+e€) distg (x,0). Insgesamt erhalten wir dﬂi\s/t(s, 0) = MiNg<i<|log (kW) cTi\s/ti(s, v) < dﬂi\s/tj (s,0) <
(1+¢) dist’é (x,0).
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7 Epidemische Informationsausbreitung

7.1 Einfithrung

In diesem Abschnitt legen wir den Fokus auf Point-to-Point Netzwerke, in denen jeder Knoten pro
Runde nur mit jeweils einem anderen Knoten eine Verbindung herstellen kann. Dies modelliert
insbesondere Ende-zu-Ende-Verbindungen tiber niedere Netzwerkschichten.

Ein zentrale Fragestellung ist, wie eine Information effizient an alle Knoten des Netzwerks
verbreitet werden kann.

Ein potentielles Anwendungsszenario hierfiir sind replizierte Datenbanken in Peer-to-Peer
Netzwerken. Hier ist das Ziel den Datenbestand an allen Knoten gleich zu halten. Sobald also ein
Knoten eine neue Information erhalt soll, diese an alle anderen Knoten verteilt werden.

Wir abstrahieren dieses Setting im sogenannten Phone-Call Modell. In diesem Modell modellie-
ren wir das Netzwerk als einen vollstdndigen Graph mit n Knoten. Die Kommunikation zwischen
den Knoten findet in synchronen Runden statt und in jeder Runde kann jeder Knoten einen anderen
Knoten anrufen. Wir unterscheiden zwischen drei Kommunikationsformen (siehe Abb. 7.1):

1. Push: Der Anrufer informiert den Angerufenen
2. Pull: Der Angerufene informiert den Anrufer

3. Push & Pull: Kombination von Push und Pull

o o o

o o

o/g o/g o/g
(a) Push (b) Pull (c) Push & Pull

Abbildung 7.1: Die drei Kommunikationsformen im Phone-Call Modell

Eine naheliegende Idee, um einen Broadcast im Push-Modell durchzufiihren, ist, dass der i-te
informierte Knoten den i-ten uninformierten Knoten anruft. Um diese Idee durchfiihren zu kénnen,
muss eine allen bekannte konsistente Ordnung der Knoten existieren. Abb. 7.2 visualisiert eine
Runde des entsprechenden Algorithmus.

In diesem Algorithmus ruft jeder informierte Konten einen uninformierten Knoten an und
jeder uninformierte Knoten wird von hochstens einem uninformierten Knoten angerufen. Daher
verdoppelt sich die Anzahl der informierten Knoten mit jeder Runde und es werden somit O(log n)
Runden benétigt. Es ist klar, dass im Push-Modell eine Verdopplung der Anzahl informierte Knoten
mit jeder Runde der giinstigste Fall ist. Auch die Nachrichtenkomplexitat ist mit O(n) optimal, das
jeder Knoten genau einmal angerufen wird.

Ein Nachteil dieses Algorithmus ist seine mangelnde Fehlertoleranz: Wenn eine Informati-
onsweitergabe scheitert, kann dies dazu fithren dass sehr viele Knoten nicht informiert werden.
Ein weiterer Nachteil ist aulerdem, dass jedem Knoten alle anderen Knoten des Netzwerks expli-
zit bekannt sein miissen. Konzeptuell ist auflerdem unklar, wie das Schema auf das Pull-Modell
tibertragen werden konnte.
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Abbildung 7.2: Beispiel einer Runde eines deterministischen Broadcast-Algorithmus fiir das Push-Modell. Die Knoten 0,
1, 2 und 3 sind bereits informiert, die Knoten 4, 5, 6, und 7 erhalten die Information in der aktuellen Runde.

Als Ersatz fiir diese Art deterministischer Broadcast-Algorithmen wurde in der Literatur das
Konzept von Epicast vorgeschlagen [DGHI" 88]. Die Idee dabei ist, dass sich Information im Netzwerk
durch Zufallsauswahl epidemisch ausbreiten soll, wie ein Virus oder ein Geriicht. Der Vorteil dieser
Vorgehensweise ist, dass sie zu einfachen, robusten und auch schnellen Algorithmen fithrt. Der
Nachteil daran ist ein gewisser Nachrichtenoverhead.

Zur Analyse von Epicasts fithren wir das Random-Phone-Call Modell ein, welches das Phone-Call
Modell dahingehend modifiziert, dass in jeder Runde jeder Knoten einen uniform zufillig gewahlten
Knoten anruft (anstelle eines beliebig gew&hlten Knotens). Der Einfachheit halber erlauben wir
den Fall, dass ein Knoten sich selbst aufruft. In jeder Runde betragt also die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Knoten u einen Knoten v anruft % Abb. zeigt ein Beispiel einer Runde im Random-Push
Modell. Die zufillige Wahl des angerufenen Knotens kann prinzipiell ohne explizite Kenntnis
der anderen Knoten implementiert werden. Zuféllige Adressierung wird beispielsweise in vielen
Peer-to-Peer-Netzwerken unterstiitzt.

Wie wir im Folgenden sehen werden, benétigen Epicasts im Random-Phone-Call Modell mit ho-
her Wahrscheinlichkeit O(log n) Runden. Da sich eine konkrete obere Schranke fiir die Dauer eines
Epicasts angeben lasst, konnte in einer Anwendung mit einem zusétzlichen Zeitstempel tiberpriift
werden, ob mit hoher Wahrscheinlichkeit bereits alle Knoten informiert sind und Ausbreitung der
Information gestoppt werden kann. Da es in der Analyse niemals eine Rolle spielt, welche Knoten
bereits informiert sind, sondern nur wieviele, ergibt sich automatisch eine gewisse Robustheit des
Prozesses gegeniiber Ubertragungsfehlern: Pessimistisch geschétzt erhoht sich pro fehlerbehafteter
Runde die Gesamtzahl benétigter Runden um eins. Unabhangig von konkreten Anwendungssze-
narien modelliert das Random-Phone-Call Modell einen interessanten mathematischen Prozess,
der beispielsweise auch als einfaches Modell fiir die Ausbreitung von Infektionen dienen kann. Es
sei angemerkt, dass die Analyse sehr einfach auf ein Modell mit Weitergabewahrscheinlichkeiten
erweitert werden kann und dass prinzipiell auch andere Netzwerkstrukturen als der vollstdndige

61



Abbildung 7.3: Beispiel einer Runde im Random-Push-Modell. Die Knoten 0, 1, 8 und E sind bereits informiert, die
Knoten 4, 9 und F erhalten die Information in der aktuellen Runde.

Graph betrachtet werden koénnen.

7.2 Analyse Random-Push Modell

Theorem 7.1 ([FG85]). Ausgehend von einem informierten Knoten, sind im Random-Push Modell mit
hoher Wahrscheinlichkeit nach O(log n) Runden alle n Knoten informiert.

Wir widmen dem Beweis des Theorems den Rest dieses Teilabschnitts.
Wir verwenden fiir unsere Analyse folgende Zufallsvariablen::

« I(t): Anzahl der informierten Knoten am Beginn von Runde ¢

« U(t): Anzahl der uninformierten Knoten Beginn von Runde ¢

o i(t) = |I(nt)| : relativer Anteil der informierten Knoten Beginn von Runde ¢

« u(t) = |u£lt)| : relativer Anteil der uninformierten Knoten Beginn von Runde ¢

Es gilt also immer I(t) + U(t) = n, i(t) + u(t) = 1.

In der folgenden Analyse fixieren wir nun zunéchst eine beliebige Runde ¢. Zunéchst versuchen
wir allgemeine Aussagen dariiber zu treffen wie stark die Anzahl der informierten Knoten in einer
Runde wichst. Dabei wollen wir jeden Knoten der in dieser Runde erstmalig informiert wird, wird
seinem kleinsten informierten Anrufer zuschreiben. Zu diesem Zweck fithren aufierdem folgende

Terminologie ein: Ein Knoten j fithrt in Runde ¢ eine erstmalige Informationsweitergabe durch,
wenn

 j am Beginn von Runde ¢ informiert ist,

+ der von j in Runde ¢ angerufene Knoten am Beginn von Runde ¢ uninformiert ist und
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« der von j in Runde t angerufene Knoten in Runde t von keinem informierten Knoten, der
kleiner ist als j, angerufen wird

Wir geben zunichst eine Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit an, dass ein informierter Knoten
eine erstmalige Informationsweitergabe durchfiithrt. Im Folgenden bezeichnen wir 7 (t) als die
Menge der informierten Knoten am Beginn von Runde ¢ und, fiir alle j € 7 (¢), ¢;(t) als den Knoten,
der von Knoten j in Runde t angerufen wird Wir definieren nun folgende Zufallsvariable fiir jeden
Knoten 1 < j < I(t):

(1) 1 falls j eine erstmalige Informationsweitergabe durchfihrt
i = 0 andernfalls.

Aquivalent kann die Zufallsvariable folgendermafien geschrieben werden:

X;(t) = 1 fallscj(t) ¢ 7(t) U{ci(t),....cj—1(t)}
7710 andernfalls.

Im Push Modell ruft der Knoten j uniform zufillig einen der n Knoten des Netzwerks an. Die
Wahrscheinlichkeit, dass dieser angerufene Knoten in der Menge 1 (t) U {c1(t),...,cj-1(¢t)} liegt

st

| Z7(8) U{ci(t),...,cji-1(D)}]

n
Wir beobachten nun, dass die Menge 7 (t) U{ci(t),...,c;j—1(t)} hochstens Grofe I(t)+j—1 < 2I(t)
haben kann. Damit erhalten wir folgende Abschatzung:
Pr[X;(t) =1] =1 -Pr[X;(t) = 0]

=1-Pr[c;(t) € I(t) U{ci(t),...,cj-1(t)

_ HOV{a®.. ..}

n

>1- {0} = 2i(t).
n
Nun schétzen wir den Erwartungswert von i(t + 1) in Abhéngigkeit von i(¢) ab. Sei F(¢) :=
I(t + 1) — I(t) die Zufallsvariable fiir die Anzahl der in Runde t erstmalig informierten Knoten.
Aufgrund der Linearitit des Erwartungswerts und der einfachen Bestimmung des Erwartungswerts
einer bindren Zufallsvariable erhalten wir:
1(¢t)

DX
=1

1(t)
= D Ex[X;(0)]
j=1

Ex[F(t)] = Ex

I(¢t)
=Y Pr[X;(t) =1]
j=1

I(t)
> > (1-2i(t)

J=1

=1(t) — 2i(t)I(1)
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Der Erwartungswert des relativen Anteils informierter Knoten nach Runde ¢ kann nun folgender-
maflen bestimmt werden:

Ex[i(t+1)] = Ex

F(t)}

i(t) + —=
n

Ex[F(#)]
n

i(t) +

> (1) + I(t) - 2ni(t)1(t)

= i(t) +i(t) — 2i(1)?
2i(t) — 2i(t)*

Diese Schranke fiir den Erwartungswert liefert uns folgende Intuition fiir die weitere Analyse:
Solange noch relativ wenige Knoten informiert wurden, ist der Term 2i(t)? vernachlassigbar und
der Term 2i(t) dominiert; die Anzahl informierter Knoten wachst dann annihernd um den Faktor 2
in jeder Runde.

Fir den weiteren Beweis unterteilen wir den Prozess in zwei Phasen:

1. Die Wachstumsphase dauert so lange wie I(t) < %n gilt.

2. Die Schrumpfungsphase beginnt sobald I(¢) > %n gilt.
Wir zeigen, dass beide Phasen mit hoher Wahrscheinlichkeit O(log n) Runden dauern, was impliziert,
dass der gesamte Prozess mit hoher Wahrscheinlichkeit O(log n) Runden dauert.
7.2.1 Wachstumsphase

Wir zunéchst zeigen, dass in jeder Runde der Wachstumsphase mit konstanter Wahrscheinlichkeit
I(#) um mindestens den Faktor % wichst. Dies ist der Fall, wenn F(t) > %I (#) ist. Da in dieser Phase
I(t) < %n - oder dquivalent i(t) < % - gilt erhalten wir

PriX;(t)=1]1>1-2i(t)>1-2-2=1.

Wir wiirden nun gerne die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis F(t) < %I (¢) (d.h. das Wachstum

ist nicht stark genug) die Chernoff-Schranke aus Theorem B.14 mit p = %, U= %I () und 6 = %
anwenden um folgende Abschitzung zu erhalten:

[1(t)
Pr[F(t) < %I(t)] =Pr ij(t) < %I(t)‘
L j=1

& 1\ 1
=Pr ij(t) < (1 - —) : —I(t)]
< 2] 3

1

(l)2
=31
1

< _1
- 1 = 1
e24l(t) e24

e
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wobei die letzte Ungleichung wegen I(t) > 1 gilt. Wir erhalten somit

Zi

Pr[I(t+1) > 2I(t)] = Pr[F(t) > $1(t)] =1 - Pr[F(¢) < 21(t)] > 1 - 2.

1
e2d

Analog zur Laufzeitanalyse im verteilten MIS-Algorithmus (siehe Lemma 4.5) unterteilen wir
nun die Runden der Wachstumsphase in gute und schlechte Runden. Runde ¢ gilt als gut, wenn
I(t+1) > %I (t) gilt, und ansonsten als schlecht. Spétestens nach log;/s 5 guten Runden gilt
I(t) > %n (womit die Wachstumsphase abgeschlossen ist). Mit einer erneuten Anwendung der
Chernoff-Schranke kann gezeigt werden, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit O(log n) Runden
bendtigt, damit darunter log; 5 gute Runden auftreten. Somit benétigt die Wachstumsphase mit
hoher Wahrscheinlichkeit O(log n) Runden.

Unsere Analyse hat bisher ein zentrales Detail auler Acht gelassen: Die Chernoff-Schranke gilt
nur fiir unabhéngige Variablen, aber die Variablen X;(t) sind nicht unabhangig. Gilt beispielsweise
X;(t) = 1 fur einen Knoten j, dann schliefit das die Méglichkeit aus, dass andere Knoten denselben
Knoten erstmalig informieren. Dies verringert aber letztendlich die Wahrscheinlichkeit, dass X (¢) =
1 far Knoten j* # j gilt. Wir werden aber sehen, dass es geniigt den ,Grad an Unabhéngigkeit®
unserer Zufallsvariablen auf folgende Aussage einzuschrénken:

PrX;(t) =1|X1(t) =x1,...,Xj-1(t) = xj_1] = 1 -2i(¢) (7.1)
fiir alle potentiellen Belegungen x,...,xj_1 € {0,1}.

Lemma 7.2 ([Doe20]). Seien X, ..., Xy beliebige bindre Zufallsvariablen und seien Y1, . .., Yx unab-
héngige bindre Zufallsvariablen. Wenn fiir alle j und alle x1, ..., xj-1 € {0, 1} gilt, dass

Pr[Xj =1|X; =X1,...,Xj1 = XJ'_1] > PI"[Y]' =1]

dann gilt firalleT > 0 k

DX <T

J=1

k

REL

Jj=1

Pr <Pr

In der Regel méchte man dieses Lemma anwenden, um anschlieffend Pr [Z];=1 Y; < T] durch

eine Chernoff-Schranke abschétzen.

In unserer Analyse des Push Modells konnen wir fir jedes 1 < j < I(t) eine bindre Zufallsva-
riable Y; definieren, fiir die Y; = 1 mit Wahrscheinlichkeit 1 — 2i(¢) gilt und Y; = 0 andernfalls. Mit
(7.1) ergibt sich dann

PrX;() =11 X1 (t) = x1,.... Xj_1(t) =xj_1] > 1 - 2i(t) = Pr[Y; = 1]

und mit Hilfe des obigen Lemmas verandert sich unsere obige Analyse nur insofern, dass wir die
Chernoff-Schranke auf die Summe der Y;(t)’s anstatt der Summe der X;(t)’s anwenden - alle
anderen Argumente bleiben genau gleich.

Es bleibt also zu zeigen, dass (7.1) gilt. Dabei lasst sich leicht erkennen, dass unsere bisherige
Analyse weiterhin problemlos durchgeht: Fiir jede Belegung x1,...,x;_1 € {0,1} gilt

PT[Xj(t) =0]|X1(t) =x1,.. .,Xj_l(t) :x]'_l]

= Prlc;(t) € I(t) U {1 (£),.. i1 (D} | Xa(8) = x1, ... Xj1 () = xj1]

< It +j-1 < 2I(t)
n n

=2i(t).
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7.2.2 Schrumpfungsphase

Fiir die Analyse der Schrumpfungsphase wechseln wir die Perspektive: Anstelle das Wachstums
der Menge der informierten Knoten analysieren wir explizit die Schrumpfung der Menge der
uninformierten Knoten.

Betrachten wir die Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebiger uninformierter Knoten in Runde ¢
nicht informiert wird. Jeder bereits informierte Knoten ruft diesen uninformierten Knoten mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — % an, wobei insgesamt I(t) solcher informierter Knoten existieren. Der gesunde
Knoten wird also mit Wahrscheinlichkeit (1 — %)I () nicht infiziert. Da in der Schrumpfungsphase
I(t) > %n gilt, lasst sich fiir diese Wahrscheinlichkeit folgende obere Schranke ableiten:

R
(b3 <

Hier haben wir die niitzliche Ungleichung (1 — %)x < % (siehe (A.18)) verwendet.

Betrachten wir nun die Wahrscheinlichkeit, dass ein (fixierter) uninformierter Knoten in 3(c¢ +
1) In n aufeinanderfolgenden Runden nicht informiert wird. Wenn man die Informationsweitergabe
als Bernoulli-Experiment auffasst, folgt, dass dies gleich der Wahrscheinlichkeit ist, dass der Knoten
in einer Runde nicht informiert wird (< el%)’ hoch die Anzahl der Runden, also:

3(c+1) 1
. 1 I(¢) (c+1)Inn 3 1 3(c+l)Inn _ 1 _ 1 ,)
B ; =\ - e%-S(c+1)lnn T ope+l (7.2)

es3

Nun mochten wir die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einer der uninformierten Knoten in
3(c + 1) Inn aufeinanderfolgenden Runden nicht infiziert wird, analysieren. Hierfiir verwenden
wir die Union Bound (Lemma B.1) und multiplizieren deshalb die Wahrscheinlichkeit aus (7.2)
mit U(t) < n, um eine obere Schranke von U(¢) - nclﬂ < # zu erhalten. Die Wahrscheinlichkeit
fiir das Gegenereignis, ndmlich dass nach 3(c + 1) In n Runden der Schrumpfungsphase alle Kno-
ten infiziert wurden, betrigt somit mindestens 1 — % Mit hoher Wahrscheinlichkeit dauert die
Schrumpfungsphase daher O(log n) Runden

7.3 Analyse Random-Pull Modell

Wir werden das Pull Modell in dieser Vorlesung nicht explizit analysieren. Auch im Pull Modell gilt,
dass mit hoher Wahrscheinlichkeit O(log n) Runden benétigt werden bis alle Knoten informiert
sind. Die Analyse benétigt ahnliche Beweistechniken wie jene, die wir fiir das Push Modell gesehen
haben.

7.4 Analyse Random-Push&Pull Modell

Sowohl fiir das Random-Push als auch das Random-Pull Modell ergibt sich mit hoher Wahrscheinlich-
keit eine Rundenkomplexitit von O(log n) und damit trivialerweise eine Nachrichtenkomplexitit
von O(nlog n), weil in jeder Runde jeder der n Knoten eine Nachricht sendet. Aulerdem ist klar,
dass immer Q(n) Nachrichten benétigt werden, da jeder Knoten mindestens einmal eine Nachricht
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empfangen muss. Interessanterweise stellt sich heraus, dass sich die Nachrichtenkomplexitit auf
O(nloglog n) reduziert, wenn Push und Pull kombiniert werden.

Theorem 7.3 ([KSSV00]). Ausgehend von einem informierten Knoten, sind im Random-Push&Pull
Modell mit hoher Wahrscheinlichkeit nach O(log n) Runden mit insgesamt O(nloglog n) gesendeten
Nachrichten alle n Knoten informiert.

Der erste Teil des Theorems folgt direkt aus Theorem 7.1, da fiir die Kombination aus Push
und Pull niemals mehr Runden benétigt werden als fiir Push alleine. Wir widmen dem Beweis der
Nachrichtenkomplexitat von O(n loglog n) den Rest dieses Teilabschnitts. Dabei verwenden wir die
gleiche Notation und Terminologie wie in der Analyse des Random-Push Modells (Abschnitt 7.2).
Da wir nur eine asymptotischen Abschétzung der Nachrichtenkomplexitat durchfithren, nehmen
wir im Folgenden immer an, dass n grofy genug ist, das heiflt groler als eine Konstante ng, die sich
implizit aus unserer Analyse ergibt.

Fir den weiteren Beweis unterteilen wir den Prozess in drei Phasen:

1. Die Wachstumsphase dauert so lange wie I(t) < - gilt.

Inn

2. Die Schrumpfungsphase dauert so lange wie n — - > U(t) > +/3cn(Inn)® gilt.

3. Die Schlussphase beginnt sobald U(t) < +/3cn(Inn)?® gilt.

Wir zeigen, dass in jeder der drei Phasen mit hoher Wahrscheinlichkeit O(n loglog n) Nachrichten
gesendet werden, was impliziert, dass insgesamt mit hoher Wahrscheinlichkeit O(nloglogn)
Nachrichten gesendet werden. Fiir die Wachstumsphase zeigen wir direkt, dass O(n) Nachrichten
gesendet werden. Fur die Schrumpfungsphase zeigen wir, dass diese O(loglog n) Runden dauert,
was trivialerweise impliziert, dass O(n log log n) Nachrichten gesendet werden. Fiir die Schlussphase
zeigen wir eine Rundenkomplexitit von O(1), die eine Nachrichtenkomplexitit von O(n) impliziert.

7.4.1 Wachstumsphase

Aus der Analyse des Random-Push Modells folgt, dass die Wachstumsphase mit hoher Wahrschein-
lichkeit t* = O(log n) Runden dauert. Sei M(t) die Zufallsvariable fiir die Anzahl der in Runde ¢
gesendeten Nachrichten. Wir definierten nun folgende drei Zufallsvariablen, basierend auf den drei
grundlegenden Interaktionsarten zwischen jeweils zwei Knoten:

« A(t): Anzahl informierter Knoten, die uninformierte Knoten anrufen (Push)
« B(t): Anzahl uninformierter Knoten, die informierte Knoten anrufen (Pull)
« C(t): Anzahl informierter Knoten, die informierte Knoten anrufen (Push&Pull)

Wir beobachten nun, dass M(¢) = A(t) + B(t) + 2C(¢) gilt. (Der Faktor 2 rithrt daher, dass
beim Anruf eines informierten Knotens durch einen informierten Knoten beide Knoten jeweils
eine Nachricht senden.) Trivialerweise gilt A(t) < I(t) und C(t) < I(t). Somit erhalten wir
M(t) < 3I(t) + B(t). Da jeder Knoten nur einmal informiert werden kann (also seinen Zustand
von uninformiert auf informiert dndern kann), gilt Z;;l B(t) < n. Fur die Anzahl der in der
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Wachstumsphase gesendeten Nachrichten erhalten wir wegen I(¢) < - und t* = O(log n) mit
hoher Wahrscheinlichkeit nun folgende Abschétzung:

ZM(t) < 2(31(::) +B(t)) = Z 31(t) + ZB(t)
t=1 t=1 t=1 t=1

S—n~t*+n:O(n)
Inn

7.4.2 Schrumpfungsphase

Wir zeigen zunichst, dass in dieser Phase die erwartete Anzahl uninformierter Knoten mit jeder
Runde ,quadratisch® schrumpft. Allgemein betrigt die Wahrscheinlichkeit, dass ein uninformierter
Knoten einen uninformierten Knoten anruft, u(t). Somit ergibt sich

Ex[U(t+1)] =u(t)-U(t)
oder dquivalent:

= (u(1))?.

Ex[u(t +1)] = X0 U® 'nU(t)

Iteriert man diese Gleichung ergibt sich
Ex[u(t + k)] = (u(t))®) .

Wir méchten nun herausfinden, wie oft diese Gleichung angewendet werden muss, bzw. wie
grof} k sein muss, damit U (f) < 1 (oder dquivalent: u(t) < %) in Erwartung gilt, also kein Knoten
mehr uninformiert ist. In der Schrumpfungsphase gilt U(t) < n — - (also u(t) < 1 - ﬁ) Wir
beobachten nun, dass sich fiir k > 2log,(In n) folgendes ergibt.

(Inn)?
(u(t))®) < (1 - —) <1 (7.3)
Inn emn n
Die Idee ist nun mittels einer Chernoff-Schranke zu zeigen, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit in
jeder Runde der Schrumpfungsphase ein anndhernd quadratisches Schrumpfen stattfindet.
Sei zunéchst fiir jeden uninformierten Knoten j in Runde ¢ die bindre Zufallsvariable X;(t)
gegeben durch

Xi(1) = 1 falls in Runde ¢ uninformierter Knoten j uninformierten Knoten anruft
! ~ |0 andernfalls.

n b
Schrumpfungsphase U(t) < n— - gilt. Fiir die Anwendung der Chernoff-Schranke (Theorem B.13)

setzen wir nun p := 1 — ﬁ (und somit p = (1 - ﬁ) -U(t))und § := Dann erhalten wir,

Danngilt U(t +1) = 27:(1” X;(t). AuBerdem haben wir Pr[X;(t) = 1] = u(t) <1 - ﬁ da in der

_1
(Inn)2-

zusammen mit der Schranke U(t) > +/3cn(Inn)?® fir die Schrumpfungsphase:

U(t)

1
Pr[U(t+1) > (1+6) u(t) - U(t)] =Pr ZXj(t)Z(1+5)-y <= o
j=1 e  e3 Ta

1 11

ﬁ_Scn(lnn)E’ - eclnn - F

e 3 n
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Fiir das Gegenereignis gilt nun
1
PrU(+1) < (146 -u(t) - Ut)]=1-Pr[U(+1)> 1+ -u(t)-Ul)]>1- rl

Somit ergibt sich U(t + 1) < (1 +8) - u(t)U(t) mit hoher Wahrscheinlichkeit in jeder Runde
der Schrumpfungsphase, beziehungsweise d4quivalent:

u(t+1) < (1+6) - (u(p)?.

Durch Iteration dieser Ungleichung gilt mit hoher Wahrscheinlichkeit nach k Runden der Schrump-
fungsphase:
u(t+k) < (1+8) 7 ()@ < (1+6)@) - (u(t) @),

Mit k := [2logy(Inn)] und U(t) < n — 2 (also u(t) < 1 — —) erhalten wir wegen (7.3):

Inn Inn

(1+8) ) ()@ < (1+8). %

Nun gilt aufgrund unserer Wahl § = dass k = [log, (—13] und wir erhalten mit (A.17) (der

Ungleichung (1 + %)x <e)undd < 1:

1
(Inn)2>

+logo £
(1+8)@) < (1+62 779 = (146)25 < 2.

Da n ,grofs genug® ist, diirfen wir annehmen, dass y/3cn(Inn)> > e? gilt. Somit ergibt sich fiir
k :=[2logy(Inn)] die Ungleichung

v3cn(Inn)®
—

u(t+k) <

Die Schrumpfungsphase dauert also hochstens k = O(log log n) viele Runden.

7.4.3 Schlussphase

Um zu zeigen, dass die Schlussphase mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — n% aus hochstens
2¢ + 3 Runden besteht, analysieren wir das Gegenereignis. Da es in der Schlussphase hochstens
v/3cn(In n)® uninformierte Knoten gibt, ist in jeder Runde der Schlussphase die Wahrscheinlichkeit
fur einen uninformierter Knoten einen uninformierten Knoten anzurufen hochstens

v3en(In n)®

n

q:=

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen uninformierten Knoten in 2¢ + 3 Runden der Schlussphase nur
uninformierte Knoten anzurufen (und damit uninformiert bleibt) ist somit hochstens ¢?*3. Die
Schlussphase dauert linger als 2c + 3 Runden, wenn mindesten einer der hchstens +/3cn(In n)®
uninformierten Knoten in den 2c¢ + 3 Runden der Schlussphase nur uninformierte Knoten anruft. Die
Wabhrscheinlichkeit dieses Ereignisses lasst sich nun mit der Union-Bound abschitzen als héchstens

2c+4
VEen () - p2ets = (V3en@mnl) " (ae(un®)e? w2 _ Getnm?)e?
en(lnn)® - p - n2e+3 - n2c+3 -

Dabei gilt die letzte Ungleichung, weil wir annehmen, dass n ,grof8 genug” ist, insbesondere so
grof, dass n > (3¢(In n)®)<*? gilt.

< 1
nc+1 - F

69



7.5 Literatur

[DGHI*88] Alan J. Demers, Daniel H. Greene, Carl Hauser, Wes Irish, John Larson, Scott Shenker,
Howard E. Sturgis, Daniel C. Swinehart und Douglas B. Terry. “Epidemic Algorithms
for Replicated Database Maintenance”. In: Operating Systems Review 22.1 (1988), S. 8—
32. por: 10.1145/43921.43922 (siehe S. 61).

[DK14] Benjamin Doerr und Marvin Kiinnemann. “Tight Analysis of Randomized Rumor
Spreading in Complete Graphs”. In: Proceedings of the Eleventh Workshop on Analytic
Algorithmics and Combinatorics (ANALCO 2014). 2014, S. 82-91. por: 10.1137 /1.
9781611973204.8.

[Doe20] Benjamin Doerr. “Probabilistic Tools for the Analysis of Randomized Optimization
Heuristics”. In: Theory of Evolutionary Computation - Recent Developments in Discrete
Optimization. Hrsg. von Benjamin Doerr und Frank Neumann. Natural Computing
Series. Springer, 2020, S. 1-87. por: 10.1007/978-3-030-29414-4\ 1 (siehe S. 65).

[FG85] Alan M. Frieze und Geoffrey R. Grimmett. “The shortest-path problem for graphs
with random arc-lengths”. In: Discrete Applied Mathematics 10.1 (1985), S. 57-77. DOIL:
10.1016,/0166-218X(85)90059-9 (siehe S. 62).

[KSSV00] Richard M. Karp, Christian Schindelhauer, Scott Shenker und Berthold Vécking.
“Randomized Rumor Spreading”. In: Proc. of the Symposium on Foundations of Computer
Science (FOCS). 2000, S. 565-574. por: 10.1109 /sfcs.2000.892324 (siehe S. 67).

Dieser Abschnitt basiert zum Teil auf Vorlesungseinheiten von Robert Elsasser und Christian
Schindelhauer.

A Basiswissen Mathematik

A.1 Exponenten

Die Exponentialfunktion mit einer reellen Zahl b € R>? \ {1} als Basis ist die Funktion expj, : R —
R>Y, die durch die Abbildungsvorschrift x — b* gegeben ist. Fiir k € Z>0 erhalt man b* durch
(k — 1)-malige Multiplikation von b mit sich selbst, formal bk = Hle b, und b/¥ ist die k-te Wurzel
von b, also bk = b.

Die Eulersche Zahl e kann auf verschiedene dquivalente Arten definiert werden, beispielsweise
als Grenzwert der Folge, deren n-tes Glied durch (1 + %)” gegeben ist, also e = lim, (1 +
1/n)™. Wir die Basis in der Exponentialfunktion nicht explizit angefiihrt, so ist in der Regel die
Exponentialfunktion zur Basis e gemeint, also exp(x) = e*.

Wir benétigen in der Vorlesung folgende Rechenregeln fiir Exponenten (die fiir alle x, y € R>?
und alle Basen b € R>" \ {1} gelten):

=1 (A1)

b - bY = b (A.2)
g = pY (A3)
(b)Y = b*Y (A.4)
b = bix (A.5)
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A.2 Logarithmen

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion mit Basis b ist die Logarithmusfunktion log, : R”% —
R mit Basis b. Der Logarithmus log,(x) von x zur Basis b ist also die eindeutige Zahl y, fiir die
bY = x gilt. Der Logarithmus zur Basis e wird mit In symbolisiert, also In(x) = log,(x). Wird die
Basis im Logarithmus nicht explizit angefiihrt, so ist in der Informatik in der Regel der Logarithmus
zur Basis 2 gemeint.

Wir benétigen in der Vorlesung folgende Rechenregeln fiir Logarithmen (die fiir alle x,y € R>"
und alle Basen b, b’ € R>?\ {1} gelten):

ploer (™) = x (A.6)
log, (1) =0 (A7)
log (x - y) = log, (x) + log, (y) (A.8)
logy, (g) = logy, (x) — logy (y) (A.9)
log,, (}C) = —log,(x) (A.10)
logy (x¥) =y - logy (x) (A.11)
log,,
log, (x) = 1221’:/ 83 (A12)

Falls b eine Konstante ist, so ist auch m eine Konstante und mit Regel (A.12) zur Basisumrech-
nung gilt daher log;, (x) = O(log; (x)). Aus diesem Grund wird die Basis des Logarithmus in der
O-Notation meist weggelassen und insbesondere gilt In(x) = O(log(x)).

In der Vorlesung haben wir oft das Ziel, einen Algorithmus mit Fehlerwahrscheinlichkeit
p (zum Beispiel p < %) so oft zu wiederholen, dass das Ereignis, dass alle Ausfithrungen des
Algorithmus fehlerhaft waren, eine geringere Wahrscheinlichkeit von hochstens g aufweist (zum
Beispiel g = %) Bei k = [log,(q)] Wiederholungen des Algorithmus ist die Wahrscheinlichkeit,
dass alle Ausfithrungen fehlerhaft waren gleich

pk :Pflogp(qﬂ < Plogp(q) =q.
Fur p < % und q = % waren also k = flogl/g(%)] = [logy(n)] = O(clogn) Wiederholungen
nétig damit p* < L gilt.
A.3 Verschiedenes
A.3.1 Rundungsoperator
Der ceil-Operator [-] rundet eine reelle Zahl auf die nachste ganze Zahl auf, also [x] = min{z €
Z | z > x}. Fur diese Art der Rundung gilt die Ungleichung x < [x] < x + 1.
A.3.2 Geometrische Reihe
Die n-te Partialsumme einer geometrischen Folge mit Quotient g ist definiert als 33}, qF. Firq # 1
gilt

n 1-— n+1 n+l _ 1
yd=—2—=1 (A.13)
k=0 q

q-1
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und fiir g = 2 gilt insbesondere

n 2n+1 -1
ok = — < omtl = o(2m). (A.14)

k=0

Fiir |q| < 1 konvergiert der Grenzwert der Partialsummen und es gilt
X 1

g = - (A.15)
k=0 —4

A.3.3 Ungleichungen
Bernoullische Ungleichung Fiir jede reelle Zahl x > —1 und jede ganze Zahl n > 0 gilt

(1+x)" > 1+nx. (A.16)

Eulersche Zahl Aus der Grenzwertdefinition der Eulerschen Zahl ergibt sich dass fiir jede reelle
Zahlx > 0

(1 + l) <e (A.17)
x
gilt und fiir jede reelle Zahl x > 1
1\* 1
(1 - —) <- (A.18)
x e

gilt.

B Grundlagen Wahrscheinlichkeitstheorie

B.1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsriume

Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p) besteht aus einer hochstens abzihlbaren® Ergebnis-
menge Q (deren Elemente Ergebnisse genannt werden) und einer Wahrscheinlichkeitsfunktion
p: Q — [0,1], die Ergebnisse auf reelle Zahlen zwischen 0 und 1 abbildet, so dass Y ,cq p(w) = 1.
Fiir den Fall, dass Q = {w1, ws, ...} abzéhlbar unendlich ist muss also };°; p(w;) = 1 gelten.® Ein
Ereignis ist eine Menge von Ergebnissen, also eine Teilmenge A € Q, wobei eine einelementige
Teilmenge {w} bestehend aus einem einzigen Ereignis w Elementarereignis genannt wird. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung Pr : 2% — [0, 1] auf (Q, p), die Ereignisse auf reelle Zahlen zwischen
0 und 1 abbildet, ist definiert durch Pr[A] := } <4 p(w) fir alle A C Q. Das Gegenereignis eines
Ereignisses A ist das Ereignis A := Q \ A und aus dieser Definition folgt Pr[A] = 1 — Pr[A].

Beispiel. Das Werfen eines Wiirfels kann mit einer Ergebnismenge Q = {1, 2, 3,4, 5,6} mit sechs
verschiedenen Ereignissen und der Wahrscheinlichkeitsfunktion p gegeben durch p(1) = p(2) =
p(3) =p(4) =p(B) =p(6) = % modelliert werden. Sei G = {2, 4, 6} jenes Ereignis, das den Wurf

einer geraden Zahl représentiert. Dann gilt Pr[G] = p(2) + p(4) + p(6) = 3 - % = % = % Sei

5Zur Erinnerung: Eine Menge heifit abzihlbar, wenn sie die gleiche Méchtigkeit hat wie die Menge der natiirlichen
Zahlen.
Zur Erinnerung: Y21 P(wi) bezeichnet den Grenzwert der Partialsummen der Reihe, also »32, p(w;i) =

limp 00 2?:1 p(@;).

72



U = {1, 3,5} jenes Ereignis, das den Wurf einer geraden Zahl reprasentiert. Da U das Gegenereignis
von G ist, gilt Pr[U] =1-Pr[G] =1 - % = %

Lemma B.1 (Boolesche Ungleichung bzw. Union Bound). Seien A und B zwei Ereignisse und
C = A U B jenes Ereignis das eintritt, wenn Ereignis A eintritt oder wenn Ereignis B eintritt. Dann gilt
Pr[C] < Pr[A] + Pr[B]. Allgemein gilt fiir jede endliche, nichtleere Menge A = {A1,...,A,} von
Ereignissen: Pr[Ji_; Ai] < 21—, Pr[A;].

Beispiel. Sei beim Werfen eines Wiirfels G = {2, 4, 6} jenes Ereignis, das den Wurf einer geraden
Zahl reprasentiert und Q = {1,4} jenes Ereignis, das den Wurf einer Quadratzahl reprasentiert.
Dann gilt mit der Booleschen Ungleichung Pr[G U Q] < Pr[G] + Pr[Q] < % + % = %. Tatséachlich
gilt GUQ = {1,2,4,6} und deshalb Pr[GU Q] = § = 2.

B.2 Zufallsvariablen und Erwartungswerte

Eine (reelle) Zufallsvariable X : Q — R auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€, p) ist eine
Funktion, die jedem Ergebnis v € Q eine reelle Zahl X (w) zuordnet. Fiir jedes x € R bezeichnen wir
als ,X = x“ das Ereignis {w € Q|X(w) = x}. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung Prx : R — [0, 1]
einer Zufallsvariablen X ist gegeben durch Prx[x] := Pr[X = x] = Pr[{w € Q|X(w) = x}]. Der
Erwartungswert von X ist definiert als

Ex[X] := > X() p(w) = ) x-Pr[X =x].
WweQ xeR
wobei in der letzteren Summe jene Summenglieder von Werten x, die nicht im Wertebereich X (Q)
liegen, automatisch O sind.

Beispiel. Wir modellieren wieder das Werfen eines Wiirfels mit dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, p) gegeben durch Q ={1,...,6} und p(k) = % fur alle k € Q. Sei X die Zufallsvariable definiert
durch
falls k € {1,2,3,4,5,6
X(x) = {x alls { } ‘

0 ansonsten

Dann entspricht X der geworfenen Augenzahl. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X ist somit

gegeben durch

0 ansonsten

- {% falls x € {1,...,6)}

Fiir den Erwartungswert von X gilt

Ex[X]=1-Pr[X=1]+---+6-Pr[X=6]=1-2+...6-2=(1+---+6)s =2 =1=35

Theorem B.2 (Linearitat des Erwartungswerts). Seien X und Y zwei beliebige Zufallsvariablen und
Z := X +Y die Summe dieser Zufallsvariablen. Dann gilt Ex[Z] = Ex[X] + Ex[Y]. Allgemein gilt
fiir endlich viele Zufallsvariablen X, . . ., X, dass Ex[ X}, X;] = 21, Ex[X;].

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass fiir die Linearitiat des Erwartungswerts keine
Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen gefordert ist.
Beispiel. Wir betrachten das Werfen zweier Wiirfel, wobei die Zufallsvariable X die Augenzahl
des ersten Wurfs und Y die Augenzahl des zweiten Wurfs bezeichnet. Die erwartete Summe der

Augenzahlen beider Wiirfe ist wegen der Linearitat des Erwartungswerts Ex[X + Y] = Ex[X] +
Ex[Y]=35+35="7.

73



B.3 Stochastische Unabhingigkeit und bedingte Wahrscheinlichkeit

Zwei Ereignisse A und B heiflen (stochastisch) unabhdngig wenn Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B] gilt.
Allgemein ist eine endliche, nichtleere Menge A = {Aj, ..., A,} von Ereignissen (stochastisch) un-
abhingig, wenn fiir jede nichtleere Teilmenge I C {1,...,n} gilt dass Pr[(;c; Ai] = [1;e; Pr[Ai]7
Beispiel. Sei beim Werfen eines Wiirfels G = {2,4, 6} jenes Ereignis, das den Wurf einer geraden
Zahl reprasentiert und Q = {1,4} jenes Ereignis, das den Wurf einer Quadratzahl reprasentiert.
Dann gilt Pr[G] = % = %und Pr[Q] = % = % und damit Pr[G] - Pr[Q] = %% = %. DaGNQ = {4}
ist, gilt PriGN Q] = % = Pr[G] - Pr[Q] und somit sind die Ereignisse G und Q unabhéingig.

Diese Definitionen lassen sich direkt auf Zufallsvariablen erweitern: Zwei Zufallsvariablen X
und Y heiflen (stochastisch) unabhdngig, wenn die Ereignisse X = x und Y = y fur alle x,y € R
unabhingig sind, das heifit: Pr[X = xNY = y] = Pr[X = x] - Pr[Y = y] fur alle x,y € R gilt.
Allgemein ist eine endliche, nichtleere Menge X = {Xj, ..., X, } von Zufallsvariablen (stochastisch)
unabhdngig, wenn die Ereignisse Xj = x1,..., X, = x, fur alle xy, . .., x, € R unabhéingig sind, das
hei3t:Pr[(;c; Xi = xi] = [1;e; Pr[X; = x;] fur jede nichtleere Teilmenge I C {1,...,n}.

Fur beliebige Ereignisse A und B mit Pr[B] > 0 ist die Wahrscheinlichkeit von A unter der
Bedingung B definiert als Pr[A | B] := PrIAnB] - gomit gilt, dass zwei Ereignisse A und B mit

Pr[B]
Pr[B] > 0 genau dann unabhéngig sind, wenn Pr[A | B] = A gilt.

Beispiel. Sei beim Werfen eines Wiirfels G = {2,4, 6} jenes Ereignis, das den Wurf einer geraden
Zahl reprisentiert, Q = {1, 4} jenes Ereignis, das den Wurf einer Quadratzahl reprisentiert, und
P = {2,3,5} jenes Ereignis, das den Wurf einer Primzahl reprasentiert. Dann gilt Pr[Q | G] =

PrionG] _ 1/6 _ 1 _ _Pr[PnG] _ 1/6 _ 1 , 1 _
pricr = 12 = 3 = PrlQlund Pr[P| Gl = 557 = 15 = 3 # 5 = Pr[P].

Lemma B.3 (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit). Seien A und B beliebige Ereignisse und bezeichne
B das Gegenereignis von B. Dann gilt Pr[A] = Pr[A | B] - Pr[B] + Pr[A | B] - Pr[B] .

B.4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Definition B.4 (Uniforme Verteilung). Eine Zufallsvariable X heifit uniform verteilt (bzw. gleichver-
teilt) mit den Parameterna € N und b € N, wobeia < b, (X ~ U(a, b)) falls

1
n L...
Pr[X =k] = {n fallsk € {a,a+1,...,b}

0 ansonsten
mitn:=b—a+1 gilt.

Eine uniform verteilte Zufallsvariable X beschreibt einen zufélligen Vorgang mit n méglichen
Versuchsausgingen, die alle gleich wahrscheinlich sind.

Beispiel. Sei X die Augenzahl beim Werfen eines Wiirfels. Dann ist X uniform verteilt mit a = 1
und b = 6 (und somit n = 6) (siche Abb. B.1).

Definition B.5 (Bernoulli-Verteilung). Eine Zufallsvariable X heifst Bernoulli-verteilt mit Parameter
p € [0,1] falls

P fallsk =1
Pr[X=k]=41-p fallsk=0
0 ansonsten

"Die schwichere Bedingung, dass A = {A1, ..., Ap} paarweise (stochastisch) unabhdngig ist, lautet Pr[A; N Aj] =
Pr[A;] - Pr[Aj] furalle i, j € I sodassi # j.
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Abbildung B.1: Uniforme Verteilung mit a = 1 und b = 6 (und somit n = 6)

gilt. Dabei wird iiblicherweise p als die Erfolgswahrscheinlichkeit bezeichnet.

Eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable X beschreibt einen zufalligen Vorgang, oft als Bernoulli-
Versuch oder Bernoulli-Experiment bezeichnet, bei dem es nur zwei mogliche Versuchsausginge
gibt, wobei 1 als Erfolg des Versuchs und 0 als Misserfolg interpretiert wird.

Beispiel. Sei X jene Zufallsvariable, die 1 ist, wenn eine Sechs gewiirfelt wurde und 0 ansonsten.
Dann ist X Bernoulli-verteilt mit p = % (siehe Abb. B.2).

lop=1
0.80 P=5
0.60 .
0.40 .

0.20 ]

0.00 T T T T T T
0 02 04 06 08 1

Abbildung B.2: Bernoulli-Verteilung mit p = %

Lemma B.6. Sei X Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann gilt Ex[X] = p.
Beweis. Ex[X] =0 -Pr[X=0]+1-Pr[X=1]=Pr[X=1]=p O

Definition B.7 (Binomialverteilung). Sei {Xi,...,X,} eine endliche Menge unabhdngiger Zufallsva-
riablen, die jeweils Bernoulli-verteilt mit Parameter p sind, und sei X = 3., X;. Dann heif$t X heift
binomialverteilt mit den Parameternn € N und p € [0,1] (X ~ B(n, p)) und es gilt

Pr[X = k] = {(()Z)p"(l -p)"* fallsk € {0.1,....n}

ansonsten

Dabei wird tiblicherweise n als die Anzahl an Versuchen und p als die Erfolgswahrscheinlichkeit
bezeichnet.
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Eine binomialverteilte Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl an Erfolgen in einem Bernoulli-
Prozess mit n Versuchen.

Beispiel. Sei X die Anzahl an Sechsen, die bei dreimaligem Wiirfeln gewiirfelt werden. Dann ist X
binomialverteilt mit n = 3 und p = % (siehe Abb. B.3).

0.40 | 1

0.20 | 1

000 T T T T

0 05 1 15 2 25 3

Abbildung B.3: Binomialverteilung mit n =3 und p = %

Lemma B.8. Sei X binomialverteilt mit den Parameter n und p. Dann gilt Ex[X] = pn.

Beweis. Es gilt X = >, X; fur Zufallsvariablen Xj, ..., X,, die jeweils binomialverteilt mit Pa-
rameter p sind. Wegen Lemma B.6 gilt Ex[X;] = p fiur alle 1 < i < n. Aus der Linearitat des
Erwartungswerts (Lemma B.2) folgt nun Ex[X] = Ex[}/_; X;] = X Ex[X;] = X p=pn. O

Definition B.9 (Geometrische Verteilung). Sei {X1, X, ...} eine abzihlbar unendliche Menge unab-
hdngiger Zufallsvariablen, die jeweils Bernoulli-verteilt mit Parameter p sind, und sei X = min{i >
1| X; = 1}. Dann heifst X heifit geometrisch verteilt mit Parameter p € [0, 1] (X ~ G(p)) und es gilt.

ke
Pr[X = k] = {g(l—p) U fallske {12}

ansonsten

Dabei wird iiblicherweise p als die Erfolgswahrscheinlichkeit bezeichnet.

Eine geometrisch verteilte Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl an Bernoulli-Versuchen, die
notwendig sind um einen Erfolg zu haben.

Beispiel. Sei X die Anzahl an Wiirfen, die ben6tigt werden um eine Sechs zu wiirfeln. Dann ist X
geometrisch verteilt mit p = % (siehe Abb. B.4).

Theorem B.10. Sei X geometrisch verteilt mit Parameter p. Dann gilt Ex[X] = 1—1).

Beweis. Die Wahrscheinlichkeit genau bei der k-ten Wiederholung erfolgreich zu sein ist Pr[X =
k] = (1 — p)*~1p, also die Wahrscheinlichkeit fiir k — 1 aufeinanderfolgende Misserfolge gefolgt
von einem Erfolg. Laut Definition des Erwartungswerts gilt Ex[X] = 3,7 | k - Pr[x = k] (Summe
iiber alle Auspragungen der Zufallsvariable mal der dazugehorigen Wahrscheinlichkeit).
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Abbildung B.4: Geometrische Verteilung mit p = % (dargestellt fir k < 20)

Wir fithren nun folgende Umformungen durch:

i X = k@zka P lp ®Z(k+1>(1 ¥

@iulmeﬂmp
k=0 k=0

2 k1 p)p+Z(1 p'p
k=1 k=1

1)

(1 —p)Zk(l —p)k-1p+ZPr[x = k]
k=1 k=1

Einsetzen
Index-Shift

Ausmultiplizieren von (k + 1) - ... und Aufteilung in zwei Summen

PE®E

Bei der ersten Summe: fiir k = 0 ist der Summand gleich 0, somit kann man diese Summe
auch bei 1 beginnen lassen
Bei der zweiten Summe: Index-Shift in die anderen Richtung

©

Bei der ersten Summe: Ausklammern von 1 — p
Bei der zweiten Summe: die Definition von Pr[X = k] einsetzen

Nun entspricht die linke Summe in der letzten Zeile der Definition des Erwartungswerts und
die rechte Summe ist, wie im Beweis von Theorem 1.10 argumentiert, gleich 1. Zur Erinnerung: Wir
betrachten in der rechten Summe die Wahrscheinlichkeiten aller méglichen Auspriagungen von k,
also die Wahrscheinlichkeiten, dass in der Runde k der erste Treffer erzielt wird, fur alle Runden k.
Diese Ereignisse sind disjunkt (der erste Treffer kann nicht in zwei unterschiedlichen Runden
auftreten) und spannen den gesamten Ereignisraum auf (eines der Ereignisse muss auftreten, weil
die Wartezeit eine natiirliche Zahl grofer gleich 1 sein muss).

Zusammenfassend gilt E[X] = (1 — q)E[X] + 1, oder anders ausgedriickt E[X] = % O

Theorem B.11 (Gedichtnislosigkeit der geometrischen Verteilung). Fiir jede geometrisch verteilte
Zufallsvariable X und allem,n > 0 gilt

Pr[ X >m+n|X >m] =Pr[X >n].
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Beispiel. Sei X die Anzahl an Wiirfen, die benétigt werden um eine Sechs zu wiirfeln. Dann gilt
Pr( X >3|X>2]=Pr[X>2+4+1|X>2]=Pr[X>1]=1-p= %.Wennalsonachzwei
Wiirfen keine Sechs gewiirfelt wurde, dann ist die Wahrscheinlichkeit im nachsten Wurf eine Sechs
zu wiirfeln gleich %.

B.5 Konzentrationsungleichungen

Fiir einige Analysen von Algorithmen ist der Erwartungswert nicht aussagekraftig genug. Es stellt
sich oft die Frage, wie grofy die Wahrscheinlichkeit ist, vom Erwartungswert abzuweichen. Hierbei
ist es oft interessant, die Abweichung um einen multiplikativen Faktor abzuschétzen. Eine einfache
Moglichkeit, solche Abschiatzungen vorzunehmen, bietet die Markov-Ungleichung.

Theorem B.12 (Markov-Ungleichung). ) Sei X eine nicht-negative® Zufallsvariable und sei a > 0
beliebig. Dann gilt

Pr(X > - Ex[X]] < %.

Beispiel. Sei X die Augenzahl beim Werfen eines Wiirfels. Mochten wir abschitzen, wie wahr-
scheinlich es ist, mindestens vier Augen zu wiirfeln, liefert die Markov-Ungleichung — mit dem
Wissen dass Ex[X] = 3.5 gilt - Pr[X > 4] = Pr[X > % -Ex[X]] < %. Das korrekte Ergebnis wire
hingegen Pr[X > 4] = %

Eine weiteres wichtiges Werkzeug fiir solche Abschitzungen ist die sogenannte Chernoff-
Schranke. Neben einer allgemeinen Formulierung der Chernoff-Schranke gibt es in der Literatur
mehrere mehrere Spezialisierungen, die teilweise relativ starke Aussagen zulassen. Wir formulieren
im Folgenden eine Chernoff-Schranke, die sich als besonders niitzlich fiir die Analyse randomisierter
Algorithmen erwiesen hat und sich insbesondere auf binomialverteilte Zufallsvariablen anwenden
lasst. Abb. B.5 verdeutlicht visuell, wie sich eine binomialverteilte Zufallsvariable mit steigender
Anzahl an Versuchen n um ihren Erwartungswert konzentriert.

Wir betrachten fiir die Chernoff-Schranke eine Zufallsvariable X = ), X;, die die Summe von
n unabhdngigen Bernoulli-verteilten (also bindren) Zufallsvariablen X; ist, deren Erfolgswahrschein-
lichkeiten sich alle von oben (bzw. von unten) durch p beschrianken lassen. Die Zufallsvariable X
entspricht also der Anzahl an in den n Versuchen erzielten Erfolge. Die Chernoff-Schranke erlaubt
dann eine Aussage dariiber wie nahe X an p := pn liegt. Falls die Erfolgswahrscheinlichkeiten der
X;’s alle gleich p sind, so X binomialverteilt (mit Parametern n und p) und es gilt 1 = Ex[X].

Theorem B.13 (Chernoff-Schranke fiir oberen Rand). Seien X, ..., X, € {0, 1} unabhéngige bindre
Zufallsvariablen mit Pr[X; = 1] < p und sei p := pn. Dann gilt Fiir jedes § > 0:

1

min{5,52)
e~ 3 H

Pr <

Zn:XiZ(1+(S)',u

i=1

Theorem B.14 (Chernoff-Schranke fiir unteren Rand). Seien Xi,...,X, € {0,1} unabhingige
bindre Zufallsvariablen mit Pr[X; = 1] > p und sei p := pn. Dann gilt fiir jedes § € [0, 1]:

Pr <

52
ez #

Zn:Xi <(1=6)-p
i=1

8Die Zufallsvariable X ist nicht-negativ, falls fiir alle x < 0 gilt: Pr[X = x] = 0.
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Abbildung B.5: Mit steigender Versuchsanzahl konzentrieren sich die Auspragungen einer binomialverteilten Zufallsva-
riable (hier mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = %) um ihren Erwartungswert
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