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Modell
@ Modellierung des Netzwerks als ungerichteter, zusammenhéngender
Graph G = (V,E)
> Knoten V modellieren Prozessoren, Kanten E modellieren (symmetrische)
Kommunikationsverbindungen
> n=|V|,m=|E|
@ Rundenbasierte Kommunikation:

> Synchronisation durch globale Uhr
> In jeder Runde darf jeder Knoten pro Nachbar eine Nachricht versenden
> Rundenablauf: Empfangen (entfallt in Runde 1) — Berechnen — Senden

@ Knoten haben eindeutige ID, die ihnen und ihren Nachbarn bekannt sind
@ Non-uniform: n ist globales Wissen

@ Terminierung, wenn alle Knoten Terminierungszustand erreicht haben
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> In jeder Runde darf jeder Knoten pro Nachbar eine Nachricht versenden
> Rundenablauf: Empfangen (entfallt in Runde 1) — Berechnen — Senden

@ Knoten haben eindeutige ID, die ihnen und ihren Nachbarn bekannt sind
@ Non-uniform: n ist globales Wissen

@ Terminierung, wenn alle Knoten Terminierungszustand erreicht haben

CONGEST Modell: LOCAL Modell:
@ Nachrichtengrofie: O(log n) Bits @ Nachrichtengrofie: unbegrenzt
Bandbreitenbeschrankung Keine Bandbreitenbeschrankung
@ Linge von IDs: O(log n) Bits @ Linge von IDs: unbegrenzt
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Plan fir heute

Algorithmische Techniken fiir das CONGEST Modell:
@ Broadcast
@ Breitensuchbaum

© Aggregation

@ Pipelining
@ Queuing
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Broadcast-Algorithmus

Ausgangssituation: Knoten s hat Information I (der Gréf3e O(log n))
Ziel: Alle Knoten haben Information I
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Korrektheit

Induktionsaussage

Fir jeden Knoten v # s gilt: Knoten v empfangt spatestens in Runde
dist(s,v) + 1 die Information I.
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Laufzeit

Induktionsaussage

Fiir jeden Knoten v # s gilt: Knoten v empfangt spatestens in Runde
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Laufzeit
Induktionsaussage

Fur jeden Knoten o # s gilt: Knoten v empféangt spatestens in Runde
dist(s,v) + 1 die Information I.

= Anzahl an Runden: max, dist(s,v) + 1

Sebastian Forster (Uni Salzburg)

Einfithrung CONGEST Modell 8/27



Laufzeit
Induktionsaussage

Fur jeden Knoten o # s gilt: Knoten v empféangt spatestens in Runde
dist(s,v) + 1 die Information I.

= Anzahl an Runden: max, dist(s,v) + 1
Definition

Die Exzentritat eines Knotens u ist

Sebastian Forster (Uni Salzburg)

Einfithrung CONGEST Modell

8/27



Laufzeit

Induktionsaussage

Fur jeden Knoten o # s gilt: Knoten v empféangt spatestens in Runde
dist(s,v) + 1 die Information I.

= Anzahl an Runden: max, dist(s,v) + 1
Definition

Die Exzentritat eines Knotens u ist
Ecc(u) = max, dist(u, v).

Sebastian Forster (Uni Salzburg)

Einfithrung CONGEST Modell

8/27



Laufzeit
Induktionsaussage

Fur jeden Knoten o # s gilt: Knoten v empféangt spatestens in Runde
dist(s,v) + 1 die Information I.

= Anzahl an Runden: max, dist(s,v) + 1

Definition
Die Exzentritat eines Knotens u ist
Ecc(u) = max, dist(u, v).

Definition
Der Durchmesser des Netzwerks ist
D = max,,, dist(u, v).

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfithrung CONGEST Modell

8/27



Laufzeit
Induktionsaussage

Fur jeden Knoten o # s gilt: Knoten v empféangt spatestens in Runde
dist(s,v) + 1 die Information I.

= Anzahl an Runden: max, dist(s,v) + 1

Definition
Die Exzentritat eines Knotens u ist
Ecc(u) = max, dist(u, v).

Definition
Der Durchmesser des Netzwerks ist
D = max,,, dist(u, v).

D = max, Ecc(u) J

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfithrung CONGEST Modell

8/27



Laufzeit
Induktionsaussage

Fur jeden Knoten o # s gilt: Knoten v empféangt spatestens in Runde
dist(s,v) + 1 die Information I.

= Anzahl an Runden: max, dist(s,v) + 1

Definition
Die Exzentritat eines Knotens u ist
Ecc(u) = max, dist(u, v).

Definition
Der Durchmesser des Netzwerks ist
D = max,,, dist(u, v).

D = max, Ecc(u), daher: Ecc(s) < D )

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfithrung CONGEST Modell

8/27



Laufzeit
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= Anzahl an Runden: max, dist(s,v) + 1

Definition
Die Exzentritat eines Knotens u ist
Ecc(u) = max, dist(u, v).

Definition
Der Durchmesser des Netzwerks ist
D = max,,, dist(u, v).

D = max, Ecc(u), daher: Ecc(s) < D )

Laufzeit Broadcast-Algorithmus: O(Ecc(s)) = O(D) = O(n) Runden

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfithrung CONGEST Modell

8/27



Nachrichtenkomplexitat

Algorithmus:

@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt: v sendet I
an alle Nachbarn
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Nachrichtenkomplexitat

Algorithmus:
@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt: v sendet I
an alle Nachbarn

Analyse:
@ Jeder Knoten leitet Information I einmal an alle Nachbarn weiter
@ deg(v) Nachrichten pro Knoten v
@ Insgesamt: ), deg(v) = 2m = O(m) Nachrichten

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfithrung CONGEST Modell 9/27



Breitensuchbaum

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfiihrung CONGEST Modell



Spannbaum durch Breitensuche

Algorithmus:
@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt:

> v speichert einen der Sender von I als Elternknoten
(Tie-Breaking: Zum Beispiel, Knoten mit kleinerer ID wird bevorzugt)
» v sendet ,Kind“-Nachricht an Elternknoten und I an alle anderen
Nachbarn

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfithrung CONGEST Modell

11/27



Spannbaum durch Breitensuche

Algorithmus:
@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt:

> v speichert einen der Sender von I als Elternknoten
(Tie-Breaking: Zum Beispiel, Knoten mit kleinerer ID wird bevorzugt)
» v sendet ,Kind“-Nachricht an Elternknoten und I an alle anderen
Nachbarn

O—0O

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfithrung CONGEST Modell 11/27



Spannbaum durch Breitensuche

Algorithmus:
@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt:

> v speichert einen der Sender von I als Elternknoten
(Tie-Breaking: Zum Beispiel, Knoten mit kleinerer ID wird bevorzugt)
» v sendet ,Kind“-Nachricht an Elternknoten und I an alle anderen
Nachbarn

O—0O

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfithrung CONGEST Modell 11/27



Spannbaum durch Breitensuche

Algorithmus:
@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt:

> v speichert einen der Sender von I als Elternknoten
(Tie-Breaking: Zum Beispiel, Knoten mit kleinerer ID wird bevorzugt)
» v sendet ,Kind“-Nachricht an Elternknoten und I an alle anderen
Nachbarn

O—0O

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfithrung CONGEST Modell 11/27



Spannbaum durch Breitensuche

Algorithmus:
@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt:

> v speichert einen der Sender von I als Elternknoten
(Tie-Breaking: Zum Beispiel, Knoten mit kleinerer ID wird bevorzugt)
» v sendet ,Kind“-Nachricht an Elternknoten und I an alle anderen
Nachbarn

O—0O

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfithrung CONGEST Modell 11/27



Spannbaum durch Breitensuche

Algorithmus:
@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt:

> v speichert einen der Sender von I als Elternknoten
(Tie-Breaking: Zum Beispiel, Knoten mit kleinerer ID wird bevorzugt)
» v sendet ,Kind“-Nachricht an Elternknoten und I an alle anderen
Nachbarn

&—O

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfithrung CONGEST Modell 11/27



Spannbaum durch Breitensuche

Algorithmus:
@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt:

> v speichert einen der Sender von I als Elternknoten
(Tie-Breaking: Zum Beispiel, Knoten mit kleinerer ID wird bevorzugt)
» v sendet ,Kind“-Nachricht an Elternknoten und I an alle anderen
Nachbarn

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfithrung CONGEST Modell

11/27



Spannbaum durch Breitensuche

Algorithmus:
@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt:

> v speichert einen der Sender von I als Elternknoten
(Tie-Breaking: Zum Beispiel, Knoten mit kleinerer ID wird bevorzugt)
» v sendet ,Kind“-Nachricht an Elternknoten und I an alle anderen
Nachbarn

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfiihrung CONGEST Modell



Spannbaum durch Breitensuche

Algorithmus:
@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt:

> v speichert einen der Sender von I als Elternknoten
(Tie-Breaking: Zum Beispiel, Knoten mit kleinerer ID wird bevorzugt)
» v sendet ,Kind“-Nachricht an Elternknoten und I an alle anderen
Nachbarn

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfiihrung CONGEST Modell



Spannbaum durch Breitensuche

Algorithmus:
@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt:

> v speichert einen der Sender von I als Elternknoten
(Tie-Breaking: Zum Beispiel, Knoten mit kleinerer ID wird bevorzugt)
» v sendet ,Kind“-Nachricht an Elternknoten und I an alle anderen
Nachbarn

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfiihrung CONGEST Modell



Spannbaum durch Breitensuche

Algorithmus:
@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt:

> v speichert einen der Sender von I als Elternknoten
(Tie-Breaking: Zum Beispiel, Knoten mit kleinerer ID wird bevorzugt)
» v sendet ,Kind“-Nachricht an Elternknoten und I an alle anderen
Nachbarn

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Einfiihrung CONGEST Modell



Spannbaum durch Breitensuche

Algorithmus:
@ s sendet in Runde 1 Information I an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s das erste Mal Information I empfangt:

> v speichert einen der Sender von I als Elternknoten
(Tie-Breaking: Zum Beispiel, Knoten mit kleinerer ID wird bevorzugt)
» v sendet ,Kind“-Nachricht an Elternknoten und I an alle anderen
Nachbarn

-
-
“ ‘

Impliziter Spannbaum: Jeder Knoten kennt Elternknoten und Kinder
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Zusammenfassung Breitensuche

Breitensuche mit Startknoten s:
@ #Runden: O(Ecc(s)) = O(D)
@ #Nachrichten: O(m)
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Upcast+Downcast

Annahme: Breitensuchbaum von s wurde bereits berechnet
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Algorithmus:
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Upcast+Downcast

Annahme: Breitensuchbaum von s wurde bereits berechnet

Ausgangssituation: Knoten v hat Information I (der Grofle O(log n))
Ziel: Alle Knoten haben Information I

Algorithmus:
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@ Downcast: I wird von s aus iiber Kinder zu allen Knoten gesendet

0—O
#Runden: O(D)

#Nachrichten: O(n) (statt O(m) wie bei Broadcast)
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Multipler Downcast

Annahme: Breitensuchbaum von s wurde bereits berechnet

Ausgangssituation: Knoten s hat k Information I, . . ., Ix (jeweils der Grofle
O(logn))
Ziel: Alle Knoten haben Information I, ..., Ix
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Annahme: Breitensuchbaum von s wurde bereits berechnet

Ausgangssituation: Knoten s hat k Information I, . . ., Ix (jeweils der Grofle
O(logn))
Ziel: Alle Knoten haben Information I, ..., Ix

Achtung: Limitierte Nachrichtengréfie von O(log n) verhindert Biindeln zu
einer einzigen Nachricht!
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Multipler Downcast

Annahme: Breitensuchbaum von s wurde bereits berechnet

Ausgangssituation: Knoten s hat k Information I, . . ., Ix (jeweils der Grofle
O(logn))
Ziel: Alle Knoten haben Information I, ..., Ix

Achtung: Limitierte Nachrichtengréfie von O(log n) verhindert Biindeln zu
einer einzigen Nachricht!

Naive Losung:

@ Verwende Downcast-Algorithmus k-mal
o Laufzeit: O(kD)
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Pipeline-Algorithmus
Algorithmus:

@ ssendet in Runde j < k Information I; an alle Nachbarn

@ Wenn ein Knoten v # s eine Information I das erste Mal empfangt:
v sendet I an alle Kinder
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Aggregatfunktionen

@ Funktionale Sicht: ACK-Bit eines Knotens ist Und-Verknipfung der
ACK-Bits der Kinder
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@ Funktionale Sicht: ACK-Bit eines Knotens ist Und-Verknipfung der
ACK-Bits der Kinder

@ Baumstruktur erméglicht Bottom-Up Berechnung und Warten auf
Funktionswerte der Kinder

@ Weitere Aggregatfunktionen: Summe, Minimum, Maximum, etc.
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Multipler Upcast

Annahme: Breitensuchbaum von s wurde bereits berechnet

Ausgangssituation: Knoten das Netzwerks haben k Informationen I,
(jeweils der Grofie O(logn))

Ziel: Knoten s hat Informationen I, . . ., Iy

L
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Laufzeitschranke mit Hilfslemma

Lemma

Fiir jedes r > 1 und jeden Knoten v mit dist(s,v) > Ecc(s) —r + 1 gilt: Wenn v
keine Information in Runde r empfdngt, dann auch nicht in Runde r + 1.
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