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Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p)
@ Hochstens abzahlbare Ergebnismenge Q
@ Wahrscheinlichkeitsfunktion p : Q — [0,1] mit )} .o p(w) =1
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p)
@ Hochstens abzahlbare Ergebnismenge Q
@ Wahrscheinlichkeitsfunktion p : Q — [0,1] mit 3 .o p(w) =1
@ Ereignis: Teilmenge A C Q
Gegenereignis von A: A :=Q\ A
@ Wabhrscheinlichkeitsverteilung Pr : 22 — [0, 1] definiert durch
Pr[A] := Y cap(w) furalle A C Q.
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p)
@ Hochstens abzahlbare Ergebnismenge Q
@ Wahrscheinlichkeitsfunktion p : Q — [0,1] mit 3 .o p(w) =1

@ Ereignis: Teilmenge A C Q
Gegenereignis von A: A := Q\ A

@ Wabhrscheinlichkeitsverteilung Pr : 22 — [0, 1] definiert durch
Pr[A] := Y cap(w) furalle A C Q.

Beispiel
Wiirfel: @ = {1,2,3,4,5,6}, p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = §
G =1{2,4,6},U = {1,3,5}
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p)
@ Hochstens abzahlbare Ergebnismenge Q
@ Wahrscheinlichkeitsfunktion p : Q — [0,1] mit 3 .o p(w) =1
@ Ereignis: Teilmenge A C Q
Gegenereignis von A: A :=Q\ A
@ Wabhrscheinlichkeitsverteilung Pr : 22 — [0, 1] definiert durch
Pr[A] := Y cap(w) furalle A C Q.

Beispiel

Wirfel: @ = {1,2,3,4,5,6}, p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = ¢
G =1{2,4,6},U = {1,3,5)

Pr[G] =p(2) +p(4) +p(6) =3 - =3 =3
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p)
@ Hochstens abzahlbare Ergebnismenge Q
@ Wahrscheinlichkeitsfunktion p : Q — [0,1] mit 3 .o p(w) =1
@ Ereignis: Teilmenge A C Q
Gegenereignis von A: A :=Q\ A
@ Wabhrscheinlichkeitsverteilung Pr : 22 — [0, 1] definiert durch
Pr[A] := Y cap(w) furalle A C Q.

Beispiel

Wiirfel: @ = {1,2,3,4,5,6}, p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = §
G =1{2,4,6},U = {1,3,5}

Pr[G] =p(2) +p(4) +p(6) =3-5=3 =3
Pr[U]=1-Pr[G]=1-1=1

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Wiederholung Wahrscheinlichkeitstheorie

2/16



Boolesche Ungleichung

Lemma (Boolesche Ungleichung bzw. Union Bound)

Seien A und B zwei Ereignisse und C = A U B jenes Ereignis das eintritt, wenn
Ereignis A eintritt oder wenn Ereignis B eintritt. Dann gilt

Pr[C] < Pr[A] + Pr[B]. Allgemein gilt fiir jede endliche, nichtleere Menge
A ={A1,..., A} von Ereignissen: Pr[UL, A;] < X, Pr[A;].
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Boolesche Ungleichung

Lemma (Boolesche Ungleichung bzw. Union Bound)

Seien A und B zwei Ereignisse und C = A U B jenes Ereignis das eintritt, wenn
Ereignis A eintritt oder wenn Ereignis B eintritt. Dann gilt

Pr[C] < Pr[A] + Pr[B]. Allgemein gilt fiir jede endliche, nichtleere Menge
A ={A1,..., A} von Ereignissen: Pr[UL, A;] < X, Pr[A;].

Beispiel
Wiirfel: G = {2,4,6}, Q = {1,4}
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Boolesche Ungleichung

Lemma (Boolesche Ungleichung bzw. Union Bound)

Seien A und B zwei Ereignisse und C = A U B jenes Ereignis das eintritt, wenn
Ereignis A eintritt oder wenn Ereignis B eintritt. Dann gilt

Pr[C] < Pr[A] + Pr[B]. Allgemein gilt fiir jede endliche, nichtleere Menge
A ={A1,..., A} von Ereignissen: Pr[UL, A;] < X, Pr[A;].

Beispiel
Wiirfel: G = {2,4,6}, Q = {1,4}
Mit Ungleichung: Pr[G U Q] < Pr[G] + Pr[Q] <

ol
+
ol
Il
ol
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Boolesche Ungleichung

Lemma (Boolesche Ungleichung bzw. Union Bound)

Seien A und B zwei Ereignisse und C = A U B jenes Ereignis das eintritt, wenn
Ereignis A eintritt oder wenn Ereignis B eintritt. Dann gilt

Pr[C] < Pr[A] + Pr[B]. Allgemein gilt fiir jede endliche, nichtleere Menge
A ={A1,..., A} von Ereignissen: Pr[UL, A;] < X, Pr[A;].

Beispiel

Wiirfel: G = {2,4,6}, Q = {1,4}

Mit Ungleichung: Pr[G U Q] < Pr[G] + Pr[Q] < + % i
Tatsachlich gilt: GU Q = {1,2,4,6} und deshalb Pr[G uQ] =

c:l.u
Il
wIno
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Zufallsvariablen und Erwartungswerte
Zufallsvariable X auf diskretem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p):
e X:Q—R
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Zufallsvariablen und Erwartungswerte
Zufallsvariable X auf diskretem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p):
e X:Q—R

@ X = x"ist das Ereignis {w € Q|X(w) = x}
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Zufallsvariablen und Erwartungswerte
Zufallsvariable X auf diskretem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p):
e X:Q—>R
@ X = x"ist das Ereignis {w € Q|X(w) = x}

@ Wabhrscheinlichkeitsverteilung Prx : R — [0, 1] von X gegeben durch
Prx[x] := Pr[X = x] = Pr[{w € Q|X(w) = x}]
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Zufallsvariablen und Erwartungswerte
Zufallsvariable X auf diskretem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p):
e X:Q—>R
@ X = x"ist das Ereignis {w € Q|X(w) = x}
@ Wabhrscheinlichkeitsverteilung Prx : R — [0, 1] von X gegeben durch
Prx[x] := Pr[X = x] = Pr[{w € Q|X(w) = x}]
o Erwartungswert: Ex[X] := Y cq X(0) - p(w) = Yyep X - Pr[X = x]
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Zufallsvariablen und Erwartungswerte
Zufallsvariable X auf diskretem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p):
e X:Q—-R
@ X = x"ist das Ereignis {w € Q|X(w) = x}

@ Wabhrscheinlichkeitsverteilung Prx : R — [0, 1] von X gegeben durch
Prx[x] := Pr[X = x] = Pr[{w € Q|X(w) = x}]

o Erwartungswert: Ex[X] := Y cq X(0) - p(w) = Yyep X - Pr[X = x]
Beispiel

Wiirfel: Q = {1,2,3,4,5,6}, p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = ¢

X(w) :=w
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Zufallsvariablen und Erwartungswerte

Zufallsvariable X auf diskretem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p):
e X:Q—>R

@ X = x"ist das Ereignis {w € Q|X(w) = x}

@ Wabhrscheinlichkeitsverteilung Prx : R — [0, 1] von X gegeben durch
Prx[x] := Pr[X = x] = Pr[{w € Q|X(w) = x}]

o Erwartungswert: Ex[X] := Y cq X(0) - p(w) = Yyep X - Pr[X = x]
Beispiel

Wiirfel: Q = {1,2,3,4,5,6}, p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = §

X(w) :=w

Ll 1,...,6
Pr[X=x]={6 alls x € {1, }
0 ansonsten
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Zufallsvariablen und Erwartungswerte
Zufallsvariable X auf diskretem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, p):
e X:Q—-R
@ X = x"ist das Ereignis {w € Q|X(w) = x}
@ Wabhrscheinlichkeitsverteilung Prx : R — [0, 1] von X gegeben durch
Prx[x] := Pr[X = x] = Pr[{w € Q|X(w) = x}]
o Erwartungswert: Ex[X] := Y cq X(0) - p(w) = Yyep X - Pr[X = x]

Beispiel
Wiirfel: © = {1.2.3,4,5.6}, p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = §
X(a)) =W
1
Pr[X =x] = {6 fallsx € {1,...,6}
0 ansonsten

Ex[X] =1-Pr[X=1]+---+6-Pr[X=6]=(1+:---+6)s =2 =1=35
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Linearitat des Erwartungswerts

Theorem (Linearitat des Erwartungswerts)

Seien X und'Y zwei beliebige Zufallsvariablen und Z := X + Y die Summe dieser
Zufallsvariablen. Dann gilt Ex[Z] = Ex[X] + Ex[Y]. Allgemein gilt fiir endlich
viele Zufallsvariablen X1, . .., X, dass Ex[ X!, X;] = X1, Ex[X;].
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Linearitat des Erwartungswerts

Theorem (Linearitat des Erwartungswerts)

Seien X und Y zwei beliebige Zufallsvariablen und Z := X +Y die Summe dieser
Zufallsvariablen. Dann gilt Ex[Z] = Ex[X] + Ex[Y]. Allgemein gilt fiir endlich
viele Zufallsvariablen X, . . ., X,, dass Ex[ Y, X;] = 27 Ex[X;].

Beispiel
Zwei Wiirfel:

X: Augenzahl des ersten Wiirfels
Y: Augenzahl des zweiten Wiirfels

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Wiederholung Wahrscheinlichkeitstheorie 5/16



Linearitat des Erwartungswerts

Theorem (Linearitat des Erwartungswerts)

Seien X und Y zwei beliebige Zufallsvariablen und Z := X +Y die Summe dieser
Zufallsvariablen. Dann gilt Ex[Z] = Ex[X] + Ex[Y]. Allgemein gilt fiir endlich
viele Zufallsvariablen X, . . ., X,, dass Ex[ Y, X;] = 27 Ex[X;].

Beispiel
Zwei Wiirfel:

X: Augenzahl des ersten Wiirfels
Y: Augenzahl des zweiten Wiirfels

Ex[X +Y] = Ex[X]+Ex[Y] =35+35=".
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Stochastische Unabhangigkeit
Unabhangigkeit von Ereignissen:
@ Zwei Ereignisse: A und B unabhéangig wenn Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B]
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Stochastische Unabhangigkeit
Unabhangigkeit von Ereignissen:
@ Zwei Ereignisse: A und B unabhéangig wenn Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B]
@ Allgemein: A = {Ay,..., A, } unabhéngig, wenn
Pr[N;er Ail = [1;e; Pr[A;] fur jede nichtleere Teilmenge I C {1,...,n}
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Stochastische Unabhangigkeit
Unabhangigkeit von Ereignissen:
@ Zwei Ereignisse: A und B unabhéangig wenn Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B]
@ Allgemein: A = {Ay,..., A, } unabhéngig, wenn
Pr[N;er Ail = [1;e; Pr[A;] fur jede nichtleere Teilmenge I C {1,...,n}

Beispiel
Wiirfel: G = {2,4,6}, Q = {1, 4}
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Stochastische Unabhangigkeit
Unabhangigkeit von Ereignissen:
@ Zwei Ereignisse: A und B unabhéangig wenn Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B]
o Allgemein: A = {A4,...,A,} unabhangig, wenn
Pr[N;er Ail = [1;e; Pr[A;] fur jede nichtleere Teilmenge I C {1,...,n}

Beispiel
Wiirfel: G = {2,4,6}, Q = {1, 4}

PI‘[G] = % = % und PI‘[Q] = % = % und damit Pr[G] . PI‘[Q] — % .

Wl
=
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Stochastische Unabhangigkeit

Unabhangigkeit von Ereignissen:

@ Zwei Ereignisse: A und B unabhangig wenn Pr[AnN B] = Pr[A] - Pr[B]

o Allgemein: A = {A4,...,A,} unabhangig, wenn

Pr[N;er Ail = [1;e; Pr[A;] fur jede nichtleere Teilmenge I C {1,...,n}

Beispiel
Wiirfel: G = {2,4,6}, Q = {1, 4}
Pr[G] = % = % und Pr[Q] = % = % und damit Pr[G] - Pr[Q] = % . % = %.
Wegen GNQ = {4}: Pr[GN Q] = % = Pr[G] - Pr[Q]
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Stochastische Unabhangigkeit

Unabhangigkeit von Ereignissen:
@ Zwei Ereignisse: A und B unabhangig wenn Pr[AnN B] = Pr[A] - Pr[B]
o Allgemein: A = {A4,...,A,} unabhangig, wenn
Pr[N;er Ail = [1;e; Pr[A;] fur jede nichtleere Teilmenge I C {1,...,n}
Beispiel
Wiirfel: G = {2,4,6}, Q = {1, 4}
Pr[G] =3 = % und Pr[Q] = % = % und damit Pr[G] - Pr[Q] = % . % = %.

2 =
Wegen GNQ = {4}: Pr[GN Q] = % = Pr[G] - Pr[Q]
Somit: G und Q unabhangig.
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Stochastische Unabhangigkeit
Unabhangigkeit von Ereignissen:
@ Zwei Ereignisse: A und B unabhangig wenn Pr[AnN B] = Pr[A] - Pr[B]
o Allgemein: A = {A4,...,A,} unabhangig, wenn
Pr[N;er Ail = [1;e; Pr[A;] fur jede nichtleere Teilmenge I C {1,...,n}
Beispiel
Wiirfel: G = {2,4,6}, Q = {1, 4}
Pr[G] = % = % und Pr[Q] = % = % und damit Pr[G] - Pr[Q] = % .
Wegen GNQ = {4}: Pr[GN Q] = % = Pr[G] - Pr[Q]
Somit: G und Q unabhangig.

1_1
37 6°

Unabhingigkeit von Zufallsvariablen:

@ Zwei Zufallsvariablen: X und Y unabhangig wenn X = x und Y =y fir
alle x,y € R unabhangig
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Stochastische Unabhangigkeit
Unabhangigkeit von Ereignissen:
@ Zwei Ereignisse: A und B unabhangig wenn Pr[AnN B] = Pr[A] - Pr[B]
o Allgemein: A = {A4,...,A,} unabhangig, wenn
Pr[N;er Ail = [1;e; Pr[A;] fur jede nichtleere Teilmenge I C {1,...,n}
Beispiel
Wiirfel: G = {2,4,6}, Q = {1, 4}
Pr[G] = % = % und Pr[Q] = % = % und damit Pr[G] - Pr[Q] = % .
Wegen G N Q = {4}: Pr[G N Q] = = Pr[G] - Pr[Q]
Somit: G und Q unabhangig.

1_1
37 6°

Unabhingigkeit von Zufallsvariablen:

@ Zwei Zufallsvariablen: X und Y unabhangig wenn X = x und Y =y fir
alle x,y € R unabhangig

o Allgemein: X = {Xj,...,X,} unabhangig wenn X; = x1,..., X, = x,
fur alle x1, ..., x, € R unabhangig
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wabhrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B:

Pr[A|B] = PPL[Q?

(falls Pr[B] > 0)
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wabhrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B:

Pr[A|B] = PPL[Q?

(falls Pr[B] > 0)

A und B mit Pr[B] > 0 sind genau dann unabhangig, wenn Pr[A | B] = A J
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wabhrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B:

Pr[A|B] = PPL[Q?

(falls Pr[B] > 0)

A und B mit Pr[B] > 0 sind genau dann unabhangig, wenn Pr[A | B] = A J

Beispiel
Wiirfel: G = {2,4,6}, 0 = {1,4}, P = {2, 3,5}
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wabhrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B:

Pr[A|B] = %

(falls Pr[B] > 0)

A und B mit Pr[B] > 0 sind genau dann unabhangig, wenn Pr[A | B] = A J

Beispiel
Wiirfel: G = {2,4,6}, 0 = {1,4}, P = {2, 3,5}

Pr[Q|G] = "Higr = 15 = § = PrlQ]
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wabhrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B:

Pr[A|B] = %

(falls Pr[B] > 0)

A und B mit Pr[B] > 0 sind genau dann unabhangig, wenn Pr[A | B] = A J

Beispiel
Wiirfel: G = {2,4,6}, 0 = {1,4}, P = {2, 3,5}

Pr[Q|G] = P;[r‘i[’gf] = i—fg = % = Pr[Q]
6

_ Pr[PnG] _ 1/6 _ 1 , 1 _
Pr[P|G] = lgr[G] —1—/2—53’25—131'[1)]
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Uniforme Verteilung

Eine Zufallsvariable X heifit uniform verteilt (bzw. gleichverteilt) mit den
Parametern a € N und b € N, wobei a < b, (X ~ U(a, b)) falls

S {% fallsk € {@a+1,...,b}
T = =

0 ansonsten
mitn:=b—a+1 gilt.
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Uniforme Verteilung

Eine Zufallsvariable X heifit uniform verteilt (bzw. gleichverteilt) mit den
Parametern a € N und b € N, wobei a < b, (X ~ U(a, b)) falls

Pr[X =k] =

% fallsk € {a,a+1,..

0 ansonsten

mitn:=b—a+1 gilt.

b}

o log=1b=6
0.15 H I
0.10 | g
0.05 H H
0.00 H— T T T ; T
1 2 3 4 5 6
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Bernoulli-Verteilung

Eine Zufallsvariable X heif}t Bernoulli-verteilt mit Parameter p € [0, 1] falls

p falls k =1
Pr[X=k]={1-p fallsk=0
0 ansonsten

gilt. Dabei wird tiblicherweise p als die Erfolgswahrscheinlichkeit bezeichnet.

v
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Bernoulli-Verteilung

Eine Zufallsvariable X heif}t Bernoulli-verteilt mit Parameter p € [0, 1] falls

p falls k =1
Pr[X=k]={1-p fallsk=0
0 ansonsten

gilt. Dabei wird tiblicherweise p als die Erfolgswahrscheinlichkeit bezeichnet.

v

O — U= 5
0.60 1
0.40 | 1
0.20 | .
0.00
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Binomialverteilung

Sei {Xj, ..., Xy} eine endliche Menge unabhangiger Zufallsvariablen, die
jeweils Bernoulli-verteilt mit Parameter p sind, und sei X = 37, X;. Dann
heifit X heifit binomialverteilt mit den Parametern n € N und p € [0, 1]
(X ~ B(n,p)) und es gilt

n\ k1 _ ,\n—k
PI'[X=k] — {(k)p (1 P) falls k € {0, 1,...,n} .
0 ansonsten

Dabei wird tblicherweise n als die Anzahl an Versuchen und p als die
Erfolgswahrscheinlichkeit bezeichnet.

Sebastian Forster (Uni Salzburg)
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Binomialverteilung

Sei {Xj, ..., Xy} eine endliche Menge unabhangiger Zufallsvariablen, die
jeweils Bernoulli-verteilt mit Parameter p sind, und sei X = 37, X;. Dann
heifit X heifit binomialverteilt mit den Parametern n € N und p € [0, 1]
(X ~ B(n,p)) und es gilt

n\ k1 _ ,\n—k
PI'[X=k] — {(k)p (1 P) fa”SkE{O,l’,“,n} .
0 ansonsten

Dabei wird tblicherweise n als die Anzahl an Versuchen und p als die
Erfolgswahrscheinlichkeit bezeichnet.

0.00 = T T T
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Geometrische Verteilung

Sei {X1, Xa, ...} eine abzéhlbar unendliche Menge unabhéngiger
Zufallsvariablen, die jeweils Bernoulli-verteilt mit Parameter p sind, und sei
X =min{i > 1| X; = 1}. Dann heifit X heif}t geometrisch verteilt mit
Parameter p € [0, 1] (X ~ G(p)) und es gilt.

— p)k-
pr[X:k]:{g(l pFt fallske {12}

ansonsten

Dabei wird tiblicherweise p als die Erfolgswahrscheinlichkeit bezeichnet.

v
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Geometrische Verteilung

Sei {X1, Xa, ...} eine abzéhlbar unendliche Menge unabhéngiger
Zufallsvariablen, die jeweils Bernoulli-verteilt mit Parameter p sind, und sei
X =min{i > 1| X; = 1}. Dann heifit X heif}t geometrisch verteilt mit
Parameter p € [0, 1] (X ~ G(p)) und es gilt.

1—p)k-t 1,2,...
=] = {p( P! fallske {12}
0 ansonsten

Dabei wird tiblicherweise p als die Erfolgswahrscheinlichkeit bezeichnet.

0.15
0.10 -

0.05 -

ool HHHHHHHHHHWW |

0 5 10 15 20
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Erwartungswert der geometrischen Verteilung

1

Theorem
Sei X geometrisch verteilt mit Parameter p. Dann gilt Ex[X] = > J
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Erwartungswert der geometrischen Verteilung

Theorem

Sei X geometrisch verteilt mit Parameter p. Dann gilt Ex[X] = 1

Beweis:

o PriX =kl = (1-p)*p
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Erwartungswert der geometrischen Verteilung

Theorem

Sei X geometrisch verteilt mit Parameter p. Dann gilt Ex[X] = 1

Beweis:
o Pr[X = k] = (1-p)F1p
@ Definition des Erwartungswerts:

Ex[X] = Z k- Pr[X = k]
k>1
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Erwartungswert der geometrischen Verteilung

Theorem

Sei X geometrisch verteilt mit Parameter p. Dann gilt Ex[X] = 1

Beweis:
o PrX =k] = (1-p)*~1p

@ Definition des Erwartungswerts:

Ex[X] =) k- Pr[X =kl = k(1-p)*'p

k>1 k>1
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Erwartungswert der geometrischen Verteilung

Theorem

Sei X geometrisch verteilt mit Parameter p. Dann gilt Ex[X] = 1

Beweis:
o Pr[X = k] = (1-p)F1p
@ Definition des Erwartungswerts:

Ex[X] = > k-Pr[X=k] = Y k(1-p)*'p=>"(k+1)(1-p)p

k>1 k>1 k>0

Sebastian Forster (Uni Salzburg)

Wiederholung Wahrscheinlichkeitstheorie 12/16



Erwartungswert der geometrischen Verteilung
Theorem

Sei X geometrisch verteilt mit Parameter p. Dann gilt Ex[X] = 1

Beweis:
o Pr[X = k] = (1-p)F1p
@ Definition des Erwartungswerts:

Ex[X] = > k-Pr[X=k] = Y k(1-p)*'p=>"(k+1)(1-p)p

k>1 k>1 k>0

= D k1 -p)fp+ > (1-p)p

k>0 k>0
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Erwartungswert der geometrischen Verteilung
Theorem

Sei X geometrisch verteilt mit Parameter p. Dann gilt Ex[X] = 1

Beweis:
o PrX =k] = (1-p)*~1p

@ Definition des Erwartungswerts:

Ex[X] = > k-Pr[X=k] = Y k(1-p)*'p=>"(k+1)(1-p)p

k>1 k>1 k>0
= D k1 -p)fp+ > (1-p)p

k>0 k>0
= Dk =p)fp+ > (1-p)fp

k>1 k>1

Sebastian Forster (Uni Salzburg)

Wiederholung Wahrscheinlichkeitstheorie

12/16



Erwartungswert der geometrischen Verteilung
Theorem

Sei X geometrisch verteilt mit Parameter p. Dann gilt Ex[X] = 1

Beweis:
o PrX =k] = (1-p)*~1p

@ Definition des Erwartungswerts:

Ex[X] = > k-Pr[X=k] = Y k(1-p)*'p=>"(k+1)(1-p)p

k>1 k>1 k>0
= > k(1=p)p+ > (1-p)p
k>0 k>0
= Dk =p)fp+ > (1-p)fp
k>1 k>1
= (1=p) ) k(1 =p)'p+ > Pr[X =k]
k>1 k>1
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Erwartungswert der geometrischen Verteilung
Theorem

Sei X geometrisch verteilt mit Parameter p. Dann gilt Ex[X] = 1

Beweis:
o PrX =k] = (1-p)*~1p

@ Definition des Erwartungswerts:

Ex[X] = > k-Pr[X=k] = Y k(1-p)*'p=>"(k+1)(1-p)p

k>1 k>1 k>0
= > k(1=p)p+ > (1-p)p
k>0 k>0
= Dk =p)fp+ > (1-p)fp
k>1 k>1
= (1=p) ) k(1 =p)'p+ > Pr[X =k]
k>1 k>1

@ Somit: Ex[X] = (1 -p) Ex[X]+1
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Erwartungswert der geometrischen Verteilung
Theorem

Sei X geometrisch verteilt mit Parameter p. Dann gilt Ex[X] = 1

Beweis:
o PrX =k] = (1-p)*~1p

@ Definition des Erwartungswerts:

Ex[X] = > k-Pr[X=k] = Y k(1-p)*'p=>"(k+1)(1-p)p

k>1 k>1 k>0
= > k(1=p)p+ > (1-p)p
k>0 k>0
= Dk =p)fp+ > (1-p)fp
k>1 k>1
= (1=p) ) k(1 =p)'p+ > Pr[X =k]
k>1 k>1

@ Somit: Ex[X] = (1 — p) Ex[X] + 1, also Ex[X] = %
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Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung

Theorem (Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung)
Fiir jede geometrisch verteilte Zufallsvariable X und alle m,n > 0 gilt
Pr[X>m+n|X >m] =Pr[X >n].
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Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung

Theorem (Gedachtnislosigkeit der geometrischen Verteilung)
Fiir jede geometrisch verteilte Zufallsvariable X und alle m,n > 0 gilt
Pr[X>m+n|X >m] =Pr[X >n].

Beispiel
X: Anzahl der Wiirfe bis zur ersten Sechs
PriX>3|X>2]=Pr[X>2+1|X>2]=Pr[X>1]=1-p.
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Markov-Ungleichung

Theorem (Markov-Ungleichung)

Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable und sei a > O beliebig. Dann gilt
1

Pr[X > a-Ex[X]] < —

a
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Markov-Ungleichung

Theorem (Markov-Ungleichung)

Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable und sei a > O beliebig. Dann gilt
1

Pr[X > a - Ex[X]] < p

Beispiel
X: Augenzahl beim Wiirfeln
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Markov-Ungleichung

Theorem (Markov-Ungleichung)
Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable und sei & > 0 beliebig. Dann gilt

Pr[X > a - Ex[X]] < %.

Beispiel
X: Augenzahl beim Wiirfeln

Wegen Ex[X] = 3.5 liefert Markov-Ungleichung:

Pr[X > 4] =Pr[X > 8- Ex[X]] < L.
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Markov-Ungleichung

Theorem (Markov-Ungleichung)
Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable und sei & > 0 beliebig. Dann gilt

Pr[X > a - Ex[X]] < %.

Beispiel
X: Augenzahl beim Wiirfeln

Wegen Ex[X] = 3.5 liefert Markov-Ungleichung:

Pr[X > 4] =Pr[X > 8- Ex[X]] < L.

Tatsachlich gilt: Pr[X > 4] = %
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Konzentration binomialverteilter Zufallsvariablen

X := X", X; ist Summe n Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen:
° Pr[X,-=1]=p:=%
o Pr[X;=0l=1-p=2

D[]p = é’n =2
0.60 | *
0.40 8
0.20 | *
0.00 T T T T T
0 0.5 1 1.5 2
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Konzentration binomialverteilter Zufallsvariablen

X := X", X; ist Summe n Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen:
° Pr[X,-=1]=p:=%
o Pr[X;=0l=1-p=2

0.50 - D[]p:é’nzél
0.40 a
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0.20 | a
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Konzentration binomialverteilter Zufallsvariablen

X := X", X; ist Summe n Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen:
° Pr[X,-=1]=p:=%
o Pr[X;=0]=1-p=2

0.40 [-

— Jop=1n=38
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Konzentration binomialverteilter Zufallsvariablen

X := X", X; ist Summe n Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen:
° Pr[X,-=1]=p:=%
o Pr[X;=0]=1-p=2

_ Dﬂp=1n=16

T
(=2

0.25

0.20 - B

0.15 - B
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Konzentration binomialverteilter Zufallsvariablen

X := X", X; ist Summe n Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen:
° Pr[X,-=1]=p:=%
o Pr[X;=0]=1-p=2

0.20

_ DDP = %’n =32
0.15 | .
0.10 | .
0.05 |- .
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Konzentration binomialverteilter Zufallsvariablen

X := X", X; ist Summe n Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen:
° Pr[X,-=1]=p:=%
o Pr[X;=0l=1-p=2

DDP = %’n =64
0.10 | | ]
0.05 |- ]
0.00 — ””H HH”” : :
0 20 40 60
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Chernoff-Schranke

Theorem (Chernoff-Schranke fir oberen Rand)

Seien X1, ..., X, € {0,1} unabhdngige bindre Zufallsvariablen mit
Pr[X; = 1] < p und sei yi := pn. Dann gilt Fiir jedes § > 0:

Zn:XiZ(1+5)-,u

i=1

1

min{5,62}
e‘T p

Pr <
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Chernoff-Schranke

Theorem (Chernoff-Schranke fiir oberen Rand)
Seien X1, ..., X, € {0, 1} unabhdngige bindre Zufallsvariablen mit
Pr[X; = 1] < p und sei yi := pn. Dann gilt Fiir jedes § > 0:

1

min{5,62}
M

Pr ZXi2(1+5)-,u

i=1

<

Theorem (Chernoff-Schranke fiir unteren Rand)
Seien X1, ..., Xy, € {0, 1} unabhdingige bindre Zufallsvariablen mit

Pr[X; = 1] > p und sei yi := pn. Dann gilt fiir jedes § € [0, 1]:

Pr in <(1-68)-p
i=1

<

52
ez H
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