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Random-Phone-Call Modell

@ Netzwerkstruktur: vollstandiger Graph mit n Knoten

@ Kommunikation findet in synchronen Runden statt

@ In jeder Runde ruft jeder Knoten einen uniform zufillig gewahlten
Knoten an
Der Einfachheit halber: Knoten kénnen auch sich selbst anrufen

@ Drei Kommunikationsmodelle:

@ Push: Der Anrufer informiert den Angerufenen
@ Pull: Der Angerufene informiert den Anrufer
© Push & Pull: Kombination von Push und Pull
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Zeit- und Nachrichtenkomplexitat

Theorem ([Frieze/Grimmett ’85])

Ausgehend von einem informierten Knoten, sind im Push Modell mit hoher
Wahrscheinlichkeit nach O(log n) Runden alle n Knoten informiert.
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Zeit- und Nachrichtenkomplexitat

Theorem ([Frieze/Grimmett ’85])

Ausgehend von einem informierten Knoten, sind im Push Modell mit hoher
Wabhrscheinlichkeit nach O(logn) Runden alle n Knoten informiert.

@ Ahnliche Analyse fiir O(log n) Runden im Pull-Modell

@ Pro Anruf eines informierten Knotens wird eine Nachricht gesendet
Unabhéangig davon ob damit eine neue Informationsweitergabe stattfindet

@ Triviale Nachrichtenkomplexitat O(nlogn)

Frage: Wie kann die Nachrichtenkomplexitat reduziert werden?

Theorem ([Karp et al. ’00])

Ausgehend von einem informierten Knoten, sind im Push&Pull Modell mit hoher
Wahrscheinlichkeit nach O(log n) Runden mit insgesamt O(n log log n)
gesendeten Nachrichten alle n Knoten informiert.
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Notation fiir Analyse

n: Anzahl der Knoten
I(t): Anzahl der informierten Knoten am Beginn von Runde ¢

U(t): Anzahl der uninformierten Knoten

i(t) = %: relativer Anteil der informierten Knoten

u(t) = Ur(lt): relativer Anteil der uninformierten Knoten

Achtung: Zufallsvariablen
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Notation fiir Analyse

n: Anzahl der Knoten
I(t): Anzahl der informierten Knoten am Beginn von Runde ¢

U(t): Anzahl der uninformierten Knoten

i(t) = %: relativer Anteil der informierten Knoten

u(t) = Ur(lt): relativer Anteil der uninformierten Knoten

Achtung: Zufallsvariablen
Fur jede Runde ¢ gilt: i(¢) + u(t) = 1

Ordnung der Knoten im Beweis: Bei der Analyse von Runde t nehmen wir
eine beliebige Ordnung der uninformierten Knoten an und bezeichen die
Knoten mit 1,...,U(f)
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Beweisstrategie

Einteilung in drei Phasen:

@ Wachstum: I(t) < =2

Inn

Dauer: O(log n) Runden
#Nachrichten: O(n)
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In jeder Phase: Garantie mit hoher Wahrscheinlichkeit
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Wachstum: I(¢) < -
Analyse Push-Modell: Wachstumsphase dauert t* = O(log n) Runden
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Pull - Quadratisches Schrumpfen in Erwartung
Wahrscheinlichkeit, dass uninformierter Knoten uninformierten Knoten
anruft: u(t)
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Pull — Quadratisches Schrumpfen in Erwartung
Wahrscheinlichkeit, dass uninformierter Knoten uninformierten Knoten

anruft: u(t)
Somit:
Ex[U(t+1)] = u(t) - U(t)
Bxfu(t + 1] = Ex] 2 ) = (o)
Iteriert:
teriert Ex[u(t + k)] = (u(t))(zk)
Beobachtung
Fiir k > 2logy(Inn) und U(t) < n— =~ (also u(t) <1 - ﬁ) gilt:
(Inn)?
(u(1))®) < (1 - L) <.l
Inn eln  p

Idee: Zeige mit Chernoff Bound, dass quadratisches Schrumpfen mit hoher

Wahrscheinlichkeit in jeder Runde der Schrumpfungsphase auftritt
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Anwendung der Chernoff Bound

@ Zufallsvariable fiir jeden uninformierten Knoten in Runde ¢

Xi(1) 1 falls uninformierter Knoten j uninformierten Knoten anruft
j() =

0 andernfalls
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Anwendung der Chernoff Bound
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Anwendung der Chernoff Bound

@ Zufallsvariable fiir jeden uninformierten Knoten in Runde ¢
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Schrumpfung: n — = > U(t) > /3cn(Inn)?

Quadratisches Schrumpfen:
U(t+1) < (1468)-u(t)-U@) bzw. u(t+1) < (1+6)- (u(t))?
mit hoher Wahrscheinlichkeit in jeder Runde der Schrumpfungsphase
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U(t+1) < (1468)-u(t)-U@) bzw. u(t+1) < (1+6)- (u(t))?

mit hoher Wahrscheinlichkeit in jeder Runde der Schrumpfungsphase
Iteriert:

u(t+k) < 1+ @)@ < 1+6)@ - (u(1)@
mit hoher Wahrscheinlichkeit nach k Runden der Schrumpfungsphase
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Schrumpfung: n — = > U(t) 2> V3en(Inn)®

Quadratisches Schrumpfen:

U(t+1) < (1468)-u(t)-U@) bzw. u(t+1) < (1+6)- (u(t))?
mit hoher Wahrscheinlichkeit in jeder Runde der Schrumpfungsphase
Iteriert:

u(t+k) < (1+8)1 W)@ < (1+6)@) - (u(t)@
mit hoher Wahrscheinlichkeit nach k Runden der Schrumpfungsphase

Mit k := [2logy(Inn)] = [log, %'l und U(t) < n-— (alsou(t) <1- =)

lnn lnn
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lnn lnn

(1+8)@) (u(t))®) < (1+8)*5 (u(t))®)
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Schrumpfung: n — = > U(t) 2> V3en(Inn)®

Quadratisches Schrumpfen:
U(t+1) < (1468)-u(t)-U@) bzw. u(t+1) < (1+6)- (u(t))?
mit hoher Wahrscheinlichkeit in jeder Runde der Schrumpfungsphase

Iteriert:
u(t+k) < (1+8)@ 1 @)@ < 1+6)@) - (u(r)®
mit hoher Wahrscheinlichkeit nach k Runden der Schrumpfungsphase

Mit k := [2logy(Inn)] = [log, %'l und U(t) < n-— (alsou(t) <1- =)

lnn lnn

(140 @) < (148)7F ()@ <& L

S

Mit Grenzwertdefinition der Eulerschen Zahl: (1 + )lc)x <efirx>0 J
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Mit k := [2logy(Inn)] = [log, %'l und U(t) < n— ¢~ (alsou(t) <1-— m :
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Schrumpfung: n — = > U(t) 2> V3en(Inn)®

Quadratisches Schrumpfen:

U(t+1) < (1468)-u(t)-U@) bzw. u(t+1) < (1+6)- (u(t))?
mit hoher Wahrscheinlichkeit in jeder Runde der Schrumpfungsphase
Iteriert:

u(t+k) < (1+8)1 W)@ < (1+6)@) - (u(t)@
mit hoher Wahrscheinlichkeit nach k Runden der Schrumpfungsphase

Mit k := [2logy(Inn)] = [log, %'l und U(t) < n— ¢~ (alsou(t) <1-— m :
(148 W)@ < (1+6)%5 (u(1) @) < 2. 1 < vV3en(lnn)d
(Wir diirfen annehmen, dass m > e?)
Mit Grenzwertdefinition der Eulerschen Zahl: (1 + }C)x <efirx>0 J

Somit: Mit hoher Wahrscheinlichkeit weniger als k = O(loglog n) Runden fir
Schrumpfungsphase
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Schluss: U(t) < v/3cn(lnn)®

Wahrscheinlichkeit, dass uninformierter Knoten uninformierten Knoten

anruft: '—3cn(ln mE

n

<q:=
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Wabhrscheinlichkeit, dass uninformierter Knoten in 2¢ + 3 Runden nur
uninformierte Knoten anruft: 9643

<gq c+
Wabhrscheinlichkeit, dass in 2¢ + 3 Runden mindestens einer der

uninformierten Knoten nur uninformierte Knoten anruft (und damit
uninformiert bleibt):
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2¢+4
(\/3cn(ln n)5)
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n2c+3
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(Wir diirfen annehmen, dass n > (3¢(In n)®)¢*?)
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Zusammenfassung: Push & Pull

Einteilung in drei Phasen:
@ Wachstum: I(t) < &

Inn
Dauer: O(log n) Runden
#Nachrichten: O(n)
@ Schrumpfung: n — - > U(t) > v/3cn(Ilnn)>
Dauer: O(loglog n) Runden
#Nachrichten: O(nloglogn)
© Schluss: U(t) < y/3cn(Inn)d
Dauer: O(1) Runden
#Nachrichten: O(n)

In jeder Phase: Garantie mit hoher Wahrscheinlichkeit

Gesamt: O(log n) Runden und O(nloglogn) Nachrichten mit hoher
Wahrscheinlichkeit
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Techniken

@ Standard-Tools:

> Union Bound

Chernoff Bound
Binomialverteilung

Abschatzung durch Gegenereignis
(1-2r=<g
(1+ 3—15)" <e

v

v

v

v

v
o
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Techniken

@ Standard-Tools:

> Union Bound

> Chernoff Bound

> Binomialverteilung

> Abschatzung durch Gegenereignis
- -yl
> (1+2) <e

@ Analyse ,kippt“ sobald gewisser Anteil an Knoten informiert wurde,
sowohl bei Push also auch bei Pull
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