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Diskrete Wahrscheinlichkeitsräume

Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, ?)
Höchstens abzählbare Ergebnismenge Ω

Wahrscheinlichkeitsfunktion ? : Ω → [0, 1] mit
∑

l∈Ω ? (l) = 1

Ereignis: Teilmenge � ⊆ Ω
Gegenereignis von �: �̄ := Ω \�
Wahrscheinlichkeitsverteilung Pr : 2Ω → [0, 1] definiert durch
Pr[�] := ∑

l∈� ? (l) für alle � ⊆ Ω.

Beispiel

Würfel: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, ? (1) = ? (2) = ? (3) = ? (4) = ? (5) = ? (6) = 1
6

� = {2, 4, 6},* = {1, 3, 5}
Pr[�] = ? (2) + ? (4) + ? (6) = 3 · 1

6 = 3
6 = 1

2

Pr[* ] = 1 − Pr[�] = 1 − 1
2 = 1

2
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Boolesche Ungleichung

Lemma (Boolesche Ungleichung bzw. Union Bound)
Seien � und � zwei Ereignisse und � = � ∪ � jenes Ereignis das eintritt, wenn
Ereignis � eintritt oder wenn Ereignis � eintritt. Dann gilt
Pr[�] ≤ Pr[�] + Pr[�]. Allgemein gilt für jede endliche, nichtleere Menge
A = {�1, . . . , �=} von Ereignissen: Pr[⋃=

8=1�8] ≤
∑=

8=1 Pr[�8].

Beispiel
Würfel: � = {2, 4, 6}, & = {1, 4}
Mit Ungleichung: Pr[� ∪&] ≤ Pr[�] + Pr[&] ≤ 3

6 + 2
6 = 5

6

Tatsächlich gilt: � ∪& = {1, 2, 4, 6} und deshalb Pr[� ∪&] = 4
6 = 2

3
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Zufallsvariablen und Erwartungswerte
Zufallsvariable - auf diskretem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, ?):

- : Ω → R

„- = G“ ist das Ereignis {l ∈ Ω |- (l) = G}
Wahrscheinlichkeitsverteilung Pr- : R→ [0, 1] von - gegeben durch
Pr- [G] := Pr[- = G] = Pr[{l ∈ Ω |- (l) = G}]
Erwartungswert: Ex[- ] := ∑

l∈Ω - (l) · ? (l) = ∑
G∈R G · Pr[- = G]

Beispiel

Würfel: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, ? (1) = ? (2) = ? (3) = ? (4) = ? (5) = ? (6) = 1
6

- (l) := l

Pr[- = G] =
{
1
6 falls G ∈ {1, . . . , 6}
0 ansonsten

Ex[- ] = 1 · Pr[- = 1] + · · · + 6 · Pr[- = 6] = (1 + · · · + 6) 16 = 21
6 = 7

2 = 3.5
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Linearität des Erwartungswerts

Theorem (Linearität des Erwartungswerts)
Seien - und . zwei beliebige Zufallsvariablen und / := - +. die Summe dieser
Zufallsvariablen. Dann gilt Ex[/ ] = Ex[- ] + Ex[. ]. Allgemein gilt für endlich
viele Zufallsvariablen -1, . . . , -= dass Ex[∑=

8=1-8] =
∑=

8=1 Ex[-8].

Beispiel
Zwei Würfel:

- : Augenzahl des ersten Würfels
. : Augenzahl des zweiten Würfels

Ex[- + . ] = Ex[- ] + Ex[. ] = 3.5 + 3.5 = 7.
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Stochastische Unabhängigkeit
Unabhängigkeit von Ereignissen:

Zwei Ereignisse: � und � unabhängig wenn Pr[� ∩ �] = Pr[�] ·Pr[�]

Allgemein: A = {�1, . . . , �=} unabhängig, wenn
Pr[⋂8∈� �8] =

∏
8∈� Pr[�8] für jede nichtleere Teilmenge � ⊆ {1, . . . , =}

Beispiel
Würfel: � = {2, 4, 6}, & = {1, 4}
Pr[�] = 3

6 = 1
2 und Pr[&] = 2

6 = 1
3 und damit Pr[�] · Pr[&] = 1

2 · 1
3 = 1

6 .

Wegen � ∩& = {4}: Pr[� ∩&] = 1
6 = Pr[�] · Pr[&]

Somit: � und & unabhängig.

Unabhängigkeit von Zufallsvariablen:
Zwei Zufallsvariablen: - und . unabhängig wenn - = G und . = ~ für
alle G,~ ∈ R unabhängig
Allgemein: X = {-1, . . . , -=} unabhängig wenn -1 = G1, . . . , -= = G=
für alle G1, . . . , G= ∈ R unabhängig
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2 · 1
3 = 1

6 .

Wegen � ∩& = {4}: Pr[� ∩&] = 1
6 = Pr[�] · Pr[&]

Somit: � und & unabhängig.

Unabhängigkeit von Zufallsvariablen:
Zwei Zufallsvariablen: - und . unabhängig wenn - = G und . = ~ für
alle G,~ ∈ R unabhängig
Allgemein: X = {-1, . . . , -=} unabhängig wenn -1 = G1, . . . , -= = G=
für alle G1, . . . , G= ∈ R unabhängig
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit von � unter der Bedingung �:

Pr[� | �] := Pr[�∩� ]
Pr[� ]

(falls Pr[�] > 0)

� und � mit Pr[�] > 0 sind genau dann unabhängig, wenn Pr[� | �] = �

Beispiel
Würfel: � = {2, 4, 6}, & = {1, 4}, % = {2, 3, 5}
Pr[& | �] = Pr[&∩� ]

Pr[� ] =
1/6
1/2 = 1

3 = Pr[&]

Pr[% | �] = Pr[%∩� ]
Pr[� ] =

1/6
1/2 = 1

3 ≠ 1
2 = Pr[%]
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Uniforme Verteilung

Eine Zufallsvariable - heißt uniform verteilt (bzw. gleichverteilt) mit den
Parametern 0 ∈ N und 1 ∈ N, wobei 0 ≤ 1, (- ∼ * (0,1)) falls

Pr[- = :] =
{
1
=

falls : ∈ {0, 0 + 1, . . . , 1}
0 ansonsten

mit = := 1 − 0 + 1 gilt.

1 2 3 4 5 6
0.00

0.05

0.10

0.15

0 = 1,1 = 6
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Bernoulli-Verteilung

Eine Zufallsvariable - heißt Bernoulli-verteilt mit Parameter ? ∈ [0, 1] falls

Pr[- = :] =


? falls : = 1

1 − ? falls : = 0

0 ansonsten

gilt. Dabei wird üblicherweise ? als die Erfolgswahrscheinlichkeit bezeichnet.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.00

0.20

0.40

0.60

0.80
? = 1

6
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Binomialverteilung
Sei {-1, . . . , -=} eine endliche Menge unabhängiger Zufallsvariablen, die
jeweils Bernoulli-verteilt mit Parameter ? sind, und sei - =

∑=
8=1-8 . Dann

heißt - heißt binomialverteilt mit den Parametern = ∈ N und ? ∈ [0, 1]
(- ∼ �(=, ?)) und es gilt

Pr[- = :] =
{(

=
:

)
?: (1 − ?)=−: falls : ∈ {0, 1, . . . , =}

0 ansonsten
.

Dabei wird üblicherweise = als die Anzahl an Versuchen und ? als die
Erfolgswahrscheinlichkeit bezeichnet.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0.00

0.20

0.40

0.60 = = 3,? = 1
6
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Geometrische Verteilung

Sei {-1, -2, . . .} eine abzählbar unendliche Menge unabhängiger
Zufallsvariablen, die jeweils Bernoulli-verteilt mit Parameter ? sind, und sei
- = min{8 ≥ 1 | -8 = 1}. Dann heißt - heißt geometrisch verteilt mit
Parameter ? ∈ [0, 1] (- ∼ � (?)) und es gilt.

Pr[- = :] =
{
? (1 − ?):−1 falls : ∈ {1, 2, . . .}
0 ansonsten

.

Dabei wird üblicherweise ? als die Erfolgswahrscheinlichkeit bezeichnet.

0 5 10 15 20
0.00

0.05

0.10

0.15

? = 1
6
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Erwartungswert der geometrischen Verteilung
Theorem

Sei - geometrisch verteilt mit Parameter ? . Dann gilt Ex[- ] = 1
?
.

Beweis:
Pr[- = :] = (1 − ?):−1?
Definition des Erwartungswerts:

Ex[- ] =
∑
:≥1

: · Pr[- = :]

=
∑
:≥1

: (1 − ?):−1? =
∑
:≥0

(: + 1) (1 − ?):?

=
∑
:≥0

: (1 − ?):? +
∑
:≥0

(1 − ?):?

=
∑
:≥1

: (1 − ?):? +
∑
:≥1

(1 − ?):−1?

= (1 − ?)
∑
:≥1

: (1 − ?):−1? +
∑
:≥1

Pr[- = :]

Somit: Ex[- ] = (1 − ?) Ex[- ] + 1

, also Ex[- ] = 1
?
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Gedächtnislosigkeit der geometrischen Verteilung

Theorem (Gedächtnislosigkeit der geometrischen Verteilung)
Für jede geometrisch verteilte Zufallsvariable - und alle<,= ≥ 0 gilt

Pr[- > < + = | - > <] = Pr[- > =] .

Beispiel
- : Anzahl der Würfe bis zur ersten Sechs
Pr[- > 3 | - > 2] = Pr[- > 2 + 1 | - > 2] = Pr[- > 1] = 1 − ? .
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- : Anzahl der Würfe bis zur ersten Sechs
Pr[- > 3 | - > 2] = Pr[- > 2 + 1 | - > 2] = Pr[- > 1] = 1 − ? .
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Markov-Ungleichung

Theorem (Markov-Ungleichung)
Sei - eine nicht-negative Zufallsvariable und sei U > 0 beliebig. Dann gilt

Pr[- ≥ U · Ex[- ]] ≤ 1

U
.

Beispiel
- : Augenzahl beim Würfeln

Wegen Ex[- ] = 3.5 liefert Markov-Ungleichung:
Pr[- ≥ 4] = Pr[- ≥ 8

7 · Ex[- ]] ≤ 7
8 .

Tatsächlich gilt: Pr[- ≥ 4] = 1
2 .
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Konzentration binomialverteilter Zufallsvariablen

- :=
∑=

8=1-8 ist Summe = Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen:

Pr[-8 = 1] = ? := 1
6

Pr[-8 = 0] = 1 − ? = 5
6

0 0.5 1 1.5 2
0.00

0.20

0.40

0.60

? = 1
6 ,= = 2
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Konzentration binomialverteilter Zufallsvariablen

- :=
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Konzentration binomialverteilter Zufallsvariablen

- :=
∑=

8=1-8 ist Summe = Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen:

Pr[-8 = 1] = ? := 1
6

Pr[-8 = 0] = 1 − ? = 5
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Konzentration binomialverteilter Zufallsvariablen

- :=
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8=1-8 ist Summe = Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen:

Pr[-8 = 1] = ? := 1
6

Pr[-8 = 0] = 1 − ? = 5
6

0 10 20 30
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20
? = 1

6 ,= = 32

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Wiederholung Wahrscheinlichkeitstheorie 15 / 16



Konzentration binomialverteilter Zufallsvariablen

- :=
∑=

8=1-8 ist Summe = Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen:

Pr[-8 = 1] = ? := 1
6

Pr[-8 = 0] = 1 − ? = 5
6
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Chernoff-Schranke

Theorem (Chernoff-Schranke für oberen Rand)
Seien -1, . . . , -= ∈ {0, 1} unabhängige binäre Zufallsvariablen mit
Pr[-8 = 1] ≤ ? und sei ` := ?=. Dann gilt Für jedes X > 0:

Pr

[
=∑
8=1

-8 ≥ (1 + X) · `
]
≤ 1

4
min{X,X2}

3 ·`

Theorem (Chernoff-Schranke für unteren Rand)
Seien -1, . . . , -= ∈ {0, 1} unabhängige binäre Zufallsvariablen mit
Pr[-8 = 1] ≥ ? und sei ` := ?=. Dann gilt für jedes X ∈ [0, 1]:

Pr

[
=∑
8=1

-8 ≤ (1 − X) · `
]
≤ 1

4
X2

2 ·`
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