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Globale vs. lokale Probleme

Globale Probleme:
@ Benotigen Q(D) Runden
@ Kiirzeste Wege

@ Minimum Spanning Tree
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Globale vs. lokale Probleme

Globale Probleme:
@ Benotigen Q(D) Runden
@ Kiirzeste Wege

@ Minimum Spanning Tree

Lokale Probleme:
@ Laufzeit o(n)
@ Maximal Independent Set
@ Maximal Matching

@ Spanner-Berechnung
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Maximal Independent Set

Definition
In einem ungerichteten Graph G = (V,E) ist ein Independent Set eine
Teilmenge von Knoten U C V, in der keine zwei Knoten benachbart sind.
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Sequentieller Algorithmus

Greedy:
U0
foreachv € V do

ifYue U : (u,0) ¢ E then
|_ U« UU{v}

A W N =
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Sequentieller Algorithmus

Greedy:
U0
foreachv € V do

ifYue U : (u,0) ¢ E then
L U« UU{v}

A W N -

RAM Modell: Geeignete Implementierung benétigt Zeit O(m + n)
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Sequentieller Algorithmus

Greedy:
1U«0
2 foreachov € V do

3 ifYue U : (u,0) ¢ E then
4 LU(—UU{U}

RAM Modell: Geeignete Implementierung benétigt Zeit O(m + n)
CONGEST Modell: Benétigt im schlechtesten Fall Q(n) Runden

Sebastian Forster (Uni Salzburg)

Maximal Independent Set

4/20



Beispiel

O—0O

stian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

stian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

stian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

stian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

stian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

stian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

ian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

ian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

ian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

ian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

ian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

ian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

ian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

ian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

ian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

ian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

O—0O

Salzburg) Maximal Independent Set



Beispiel

Maximal Independent Set



Beispiel

Maximal Independent Set



Beispiel

Maximal Independent Set



Beispiel

Maximal Independent Set



Beispiel

Maximal Independent Set



Beispiel

Maximal Independent Set



Beispiel

Maximal Independent Set



Beispiel

Maximal Independent Set



Verteilter Algorithmus [Luby 85, Alon et al. 86, Métivier et al. *11]

Ziel: Jeder Knoten weif3, ob er in U ist oder nicht
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Verteilter Algorithmus [Luby 85, Alon et al. 86, Métivier et al. *11]

Ziel: Jeder Knoten weif3, ob er in U ist oder nicht

Jeder Knoten o fiihrt folgenden Algorithmus aus:

1 while v nicht terminiert do

2
3
4
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Wihle uniforme reelle Zufallszahl r(v) € [0, 1)
Sende r(v) an alle Nachbarn
Empfange r(u) von jedem Nachbar u
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Verteilter Algorithmus [Luby 85, Alon et al. 86, Métivier et al. *11]

Ziel: Jeder Knoten weif3, ob er in U ist oder nicht

Jeder Knoten o fiihrt folgenden Algorithmus aus:
1 while v nicht terminiert do
Wihle uniforme reelle Zufallszahl r(v) € [0, 1)
Sende r(v) an alle Nachbarn
Empfange r(u) von jedem Nachbar u
if r(v) < r(u) fiir jeden Nachbar u then
Flge v zur Menge U hinzu

Benachrichtige Nachbarn, dass v € U
Terminiere v

0 N N 1A~ W N
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Verteilter Algorithmus [Luby 85, Alon et al. 86, Métivier et al. *11]

Ziel: Jeder Knoten weif3, ob er in U ist oder nicht

Jeder Knoten o fiihrt folgenden Algorithmus aus:

1 while v nicht terminiert do

2 Wihle uniforme reelle Zufallszahl r(v) € [0, 1)
3 Sende r(v) an alle Nachbarn

4 Empfange r(u) von jedem Nachbar u

5 if r(v) < r(u) fiir jeden Nachbar u then

6 Flge v zur Menge U hinzu

7 Benachrichtige Nachbarn, dass v € U

8 Terminiere v

9 Empfange Nachrichten tiber zu U hinzugefiigte Nachbarn
10 if mindestens ein Nachbar wurde zu U hinzugefiigt then
1 L Terminiere v
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@ Sobald alle Knoten terminiert sind, kann kein Knoten mehr hinzugefugt
werden, ohne Independent Set Eigenschaft zu verletzen

Terminierung: Mit Wahrscheinlichkeit 1

@ Wabhrscheinlichkeit, dass zwei zuféllige reelle Zahlen gleich sind = 0

@ Mit Union Bound: Wahrscheinlichkeit, dass Zufallszahlen in n Phasen
unterschiedlich sind = 1
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Korrektheit
U ist Independent Set:
@ Induktion tiber Phasen (Iterationen der While-Schleife)

@ Induktionshypothese: Knoten in U sind Independent Set und Menge der
terminierten Knoten besteht aus U und Nachbarn von U

@ Jeder Knoten, der zu U hinzugefiigt wird, hat keine Nachbarn in U aus
der aktuellen Phase und keine Nachbarn in U aus einer fritheren Phase
Maximalitat:
@ Knoten terminiert nur, wenn er selbst oder Nachbar in U ist

@ Sobald alle Knoten terminiert sind, kann kein Knoten mehr hinzugefugt
werden, ohne Independent Set Eigenschaft zu verletzen

Terminierung: Mit Wahrscheinlichkeit 1
@ Wabhrscheinlichkeit, dass zwei zuféllige reelle Zahlen gleich sind = 0

@ Mit Union Bound: Wahrscheinlichkeit, dass Zufallszahlen in n Phasen
unterschiedlich sind = 1

@ In jeder Phase wird zumindest Knoten mit kleinstem Wert fiir r(v) der
Menge U hinzugefugt
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Laufzeitanalyse

Strategie:

@ Analysiere Reduktion der Anzahl an Kanten im von nicht-terminierten
Knoten induzierten Subgraph
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Knoten induzierten Subgraph

@ Zeige: In jeder Phase wird die Anzahl der Kanten in Erwartung um
(mindestens) die Halfte reduziert

@ Anwendung von Chernoff und Markov Bound: O(log n) Phasen
Jede Phase dauert O(1) Runden = O(log n) Runden
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Laufzeitanalyse

Strategie:

@ Analysiere Reduktion der Anzahl an Kanten im von nicht-terminierten
Knoten induzierten Subgraph

@ Zeige: In jeder Phase wird die Anzahl der Kanten in Erwartung um
(mindestens) die Halfte reduziert

@ Anwendung von Chernoff und Markov Bound: O(log n) Phasen
Jede Phase dauert O(1) Runden = O(log n) Runden

@ Implementierungsdetail: Ubertragung von O(log n) Bits der reellen
Zufallszahlen
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Subgraph nicht-terminierter Knoten
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Erwartungswert
Analysetrick:
@ Betrachte jede Kante als zwei gerichtete Kanten
@ Systematische Unterschatzung entfernter Kanten erleichtert Analyse
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@ r(u) < r(u) fur alle Nachbarn v’ von u und
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eindeutig u zugerechnet werden
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Idee: Wenn u - o, dann konnen die entfernten ausgehenden Kanten von v
eindeutig u zugerechnet werden

1
Priu o] = deg(u) + deg(v) J

Begriindung:
@ Anzahl Knoten in Nachbarschaften von u und v: < deg(u) + deg(v)
@ Zufallszahlen r(-) induzieren uniform zuféllige Permutation von V
@ Wabhrscheinlichkeit dass u erster in Permutation ist: 1/#Knoten
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Erwartungswert (Fortsetzung)

F: Menge ungerichteter Kanten am Beginn der aktuellen Phase
X: Zufallsvariable fir Anzahl entfernter gerichteter Kanten
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X(u—»v) = # ausgehender Kanten von v, die wegen u —» v entfernt werden
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{u,v}eF
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{u,v}eF

deg(v) deg(u)
deg(u) + deg(v) * deg(v) + deg(u)

{u,v}€F (
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Es werden mindestens halb so viele ungerichtete Kanten entfernt!

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Maximal Independent Set 12/20



Erwartungswert (Fortsetzung)

F: Menge ungerichteter Kanten am Beginn der aktuellen Phase
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X(u—»v) = # ausgehender Kanten von v, die wegen u —» v entfernt werden

Ex[X] > Z (EX[X(u—>>v)]+EX[X(U—»u)])

{u,v}eF
= Z (Pr[u - o] - deg(v) + Pr[o - u] - deg(u))
{u,v}eF
deg(v) deg(u)
 WSTeF (deg(u) + deg(v) " deg(v) + deg(u))
= > 1=IF|
{u,0}€F

Es werden mindestens halb so viele ungerichtete Kanten entfernt!

Lemma
In jeder Phase wird in Erwartung mindestens die Halfte der Kanten entfernt. J
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Markov Bound

Theorem (Markov Bound)
Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable und e > 0. Dann gilt
1
a

Pr[X > a - Ex[X]] <
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Markov Bound

Theorem (Markov Bound)
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Markov Bound

Theorem (Markov Bound)
Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable und a > 0. Dann gilt

Pr[X = a - Ex[X]] < é

Sei Y Zufallsvariable fiir Anzahl der nicht-entfernten Kanten

Wir wissen: Ex[Y] < @
Wegen Markov Bound mit a = %:

2 4 3
Pr|Y>_--|F|| <Pr|Y>- Ex[Y]| <-
r|Y 2 o |Flf < PrY > o Ex[Y]) < 7
Gegenereignis:
2 3 1
Pr|Y<—--|F -Pr —-|Fl|21--=-
[ < ||] > SoIFl| 2 1= =

In jeder Phase wird mit Wahrscheinlichkeit > % mindestens ein Drittel der

Kanten entfernt.
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Chernoff Bound

Theorem (Chernoff-Schranke fiir unteren Rand)

Seien X1, ..., Xy € {0, 1} unabhdngige bindre Zufallsvariablen mit
Pr[X; = 1] > p und sei i := pn. Dann gilt fiir jedes § € [0, 1]:

iXi <(A-6)-u
i=1

Pr < —
)
eTH
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Anzahl Phasen |

Lemma

Mit hoher Wahrscheinlichkeit terminiert der verteilte Maximal Independent Set
Algorithmus in < 72[cInn] Phasen.
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_J1 fallsin Phase i mindestens 1/3 der Kanten entfernt werden
"~ 10 andernfalls

Z = ZE{CIHM Z; ist Zufallsvariable fiir Anzahl guter Phasen (mit Z; = 1)

Mit p := % gilt Pr(Z; =11 >3 =p

PN,
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Bandbreitenbeschrankung

Ziel: Fiir jede Kante {u, v}, entscheide, ob r(u) < r(v) oder r(u) > r(v)
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Union Bound:
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Zufallige reelle Zahl € [0, 1): unendlicher String zufalliger Bits
Idee: u und v tauschen nur die ersten (¢ + 3)[log n] Bits aus

Wahrscheinlichkeit, dass die ersten (¢ + 3)[log n] Bits gleich sind:

2

2

( 1 ) (c+3)[logn] ( 1 ) (c+3) logn 1

nc+3

Union Bound:
Wahrscheinlichkeit, dass fiir irgendeines der < n? Paare in den < n Phasen
des Algorithmus die ersten (c + 3)[log n] Bits gleich sind: < n® - -4 1

net3 = ne

Somit: Bandbreite O(log n) ist ausreichend
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Robustheit der ,hohen Wahrscheinlichkeit®
Definition

Ein Ereignis findet mit hoher Wahrscheinlichkeit statt, wenn es mit

Wabhrscheinlichkeit mindestens 1 — #, fiir eine beliebig vorgegebene
Konstante ¢ > 1, stattfindet.
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SEDERIEE

Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir jedes A; auf 1 — ,,.}T erhoht werden kann,
dann findet (N, A;) ,mit hoher Wahrscheinlichkeit" statt.
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Zusammenfassung

Maximal Independent Set

@ Prototypisches ,lokales® Problem

@ Einfache sequentielle Losung
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Zusammenfassung

Maximal Independent Set
@ Prototypisches ,lokales® Problem
@ Einfache sequentielle Losung
@ Randomisierter Algorithmus zur ,parallelen® Vergrofierung des MIS
ohne Koordination
@ Analyse mit typische Werkzeugen randomisierter Algorithmen

@ ,ldealer Algorithmus wird mit beschrankter Bandbreite implementiert
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