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Kompression von Graphen
Ziel: Reduziere Anzahl an Kanten

Dichter Graph

< = Ω(=2)

⇒

Dünner Graph

<′ � =2

Laufzeit: ) (=,<) ⇒ ) (=,<′)

No Free Lunch: In vielen Fällen nur
mit Approximation möglich
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Distanz-erhaltende Kompression
Definition
Ein C-Spanner (Spanner mit Stretch C ) eines Graphen � = (+ , �) ist ein
Subgraph � = (+ , � ), für den

dist� (D, E) ≤ C · dist� (D, E)
für alle Paare von Knoten D, E ∈ + gilt.

Subgraph: � ⊆ �
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Grundlegende Eigenschaften
Definition
Ein C-Spanner (Spanner mit Stretch C ) eines Graphen � = (+ , �) ist ein
Subgraph � = (+ , � ), für den

dist� (D, E) ≤ C · dist� (D, E)
für alle Paare von Knoten D, E ∈ + gilt.

Lemma
Für jeden Spanner � von � gilt: dist� (D, E) ≥ dist� (D, E) für jedes Paar von
Knoten D, E ∈ + .

Lemma
Ein Subgraph � = (+ , � ) ist genau dann ein C-Spanner von � = (+ , �) wenn

dist� (D, E) ≤ C ·F� (D, E)
für jede Kante (D, E) ∈ � gilt.

Heute: Ungerichtete, ungewichtete Graphen mitF� (D, E) = 1
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Greedy 3-Spanner
Ziel: Berechne 3-Spanner für Graph � = (+ , �)

1 � ← ∅
2 foreach (D, E) ∈ � do
3 Sei � = (+ , � )
4 if dist� (D, E) > 3 then
5 � ← � ∪ {(D, E)}

Lemma
� = (+ , � ) ist ein 3-Spanner von � .

Beweis:
Sei (D, E) ∈ � beliebige Kante von �

Falls (D, E) ∈ � : dist� (D, E) = 1 ≤ 3

Falls (D, E) ∉ � : Sei � ′ = (+ , � ′) der Zustand von � direkt vor der
Entscheidung „gegen“ (D, E). Da � ′ ⊆ � : dist� (D, E) ≤ dist� ′ (D, E) ≤ 3
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Dichte des Greedy 3-Spanners
Definition
Der Girth (Taillenweite) eines Graphen ist die Länge seines kürzesten Kreises.

Lemma
� = (+ , � ) hat Girth > 4.

Beweis:
Annahme: � hat Kreis  der Länge ≤ 4.

Sei (D, E) die zuletzt hinzugefügte Kante des Kreises. Vor dem
Hinzufügen: kein Weg von D nach E der Länge 3 in � . Daher:

| \ {(D, E)}| > 3

Andererseits:
| | = | \ {(D, E)}| + 1 > 3 + 1 = 4

Widerspruch!
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Dichte des Greedy 3-Spanners (Fortsetzung)
Lemma

Jeder ungerichtete Graph mit = Knoten und Girth > 4 hat $ (=3/2) Kanten.

Beweis:
Sei � ein Graph mit Girth > 4 und mindestens 3=3/2 Kanten.
Entferne wiederholt Knoten mit Grad < =1/2 + 1 (mit allen anliegenden
Kanten), bis jeder Knoten Grad ≥ =1/2 + 1 hat.
Dadurch werden ≤ = · (=1/2 + 1) ≤ 2=3/2 Kanten entfernt.
Der resultierende Graph � ′ = (+ ′, �′) hat
I |�′ | ≥ |� | − 2=3/2 ≥ =3/2 ≠ 0
I wegen |�′ | ≤ |+ ′ |2: |+ ′ | ≥ |�′ |/|+ ′ | ≥ |�′ |/= ≥ =3/2/= = =1/2

I minimalen Grad ≥ =1/2 + 1 ≥ |+ ′ |1/2 + 1

Lemma

Jeder ungerichtete Graph mit = Knoten und min. Grad ≥ =1/2 + 1 hat Girth ≤ 4.

Somit: � ′ hat Girth ≤ 4

Da jeder Kreis in � ′ auch in � existiert: � hat Girth ≤ 4 Widerspruch!
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Entferne wiederholt Knoten mit Grad < =1/2 + 1 (mit allen anliegenden
Kanten), bis jeder Knoten Grad ≥ =1/2 + 1 hat.
Dadurch werden ≤ = · (=1/2 + 1) ≤ 2=3/2 Kanten entfernt.
Der resultierende Graph � ′ = (+ ′, �′) hat
I |�′ | ≥ |� | − 2=3/2 ≥ =3/2 ≠ 0
I wegen |�′ | ≤ |+ ′ |2: |+ ′ | ≥ |�′ |/|+ ′ | ≥ |�′ |/= ≥ =3/2/= = =1/2

I minimalen Grad ≥ =1/2 + 1 ≥ |+ ′ |1/2 + 1

Lemma

Jeder ungerichtete Graph mit = Knoten und min. Grad ≥ =1/2 + 1 hat Girth ≤ 4.

Somit: � ′ hat Girth ≤ 4

Da jeder Kreis in � ′ auch in � existiert: � hat Girth ≤ 4 Widerspruch!
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Beweis des Lemmas

Lemma

Jeder ungerichtete Graph mit = Knoten und min. Grad ≥ =1/2 + 1 hat Girth ≤ 4.

Beweis:

Angenommen, � hat Girth ≥ 5

Sei E ein beliebiger Knoten

Betrachte Breitensuchbaum der Tiefe 2 von E

Jede Kante ausgehend von innerem Knoten des
Baums ist Kante zu Elternknoten oder zu einem Kind
(ansonsten Kreis der Länge ≤ 4)

Daher: Jeder innere Knoten hat ≥
√
= Kinder

Anzahl der Blätter im Baum: ≥ =1/2 · =1/2 = =
Anzahl der Knoten im Graph:
≥ =1/2 · =1/2 + 1 = = + 1 > = Widerspruch!

...
...
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Verallgemeinerung

Wir haben gezeigt:

Theorem

Jeder Graph � mit = Knoten hat einen 3-Spanner mit $ (=3/2) Kanten.

Allgemein gilt:

Theorem
Für jede ganze Zahl : ≥ 2 hat jeder Graph � mit = Knoten einen
(2: − 1)-Spanner mit $ (=1+1/: ) Kanten.

Für : = dlog=e:

=1/: ≤ =1/log= =

(
2log=

)1/log=
= 2(1/log=) ·log= = 2

Somit: $ (=1+1/: ) = $ (=)
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Greedy (2: − 1)-Spanner

Ziel: Berechne (2: − 1)-Spanner für Graph � = (+ , �)
1 � ← ∅
2 foreach (D, E) ∈ � do
3 Sei � = (+ , � )
4 if dist� (D, E) > 2: − 1 then
5 � ← � ∪ {(D, E)}

Lemma
� = (+ , � ) ist ein (2: − 1)-Spanner von � .

Beweis:
Wie bei 3-Spanner
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Dichte des Greedy (2: − 1)-Spanners

Lemma
� = (+ , � ) hat Girth > 2: .

Beweis:
Annahme: � hat Kreis  der Länge ≤ 2: .

Sei (D, E) die zuletzt hinzugefügte Kante des Kreises. Vor dem
Hinzufügen: kein Weg von D nach E der Länge 2: − 1 in � . Daher:

| \ {(D, E)}| > 2: − 1

Andererseits:

| | = | \ {(D, E)}| + 1 > 2: − 1 + 1 = 2:

Widerspruch!
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Dichte des Greedy (2: − 1)-Spanners (Fortsetzung)
Lemma

Jeder ungerichtete Graph mit = Knoten und Girth > 2: hat $ (=1+1/: ) Kanten.

Lemma

Jeder ungerichtete Graph mit = Knoten und Minimalgrad ≥ =1/: + 1 hat Girth
≤ 2: .

Betrachte Breitensuchbaum der Tiefe : von beliebigem Knoten E :

...
...

…
…
…
…
…
…
…

|+ | ≥ (=1/: ): + 1 = = + 1 > =
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Vermutete Optimalität

Girth Vermutung (Erdős)
Für jedes : ≥ 2 und jedes genügend große = gibt es einen Graph mit =
Knoten und Ω(=1+1/: ) Kanten, der keinen Kreis der Länge ≤ 2: besitzt.

(Bewiesen für kleine Werte von :)

Lemma
Wenn die Girth Vermutung zutrifft, dann gibt es für alle genügend große = einen
Graph � mit = Knoten, so dass jeder (2: − 1)-Spanner von � mindestens
Ω(=1+1/: ) Kanten besitzt.

Beweis:
Sei � wie in der Girth Vermutung: Girth > 2: und Ω(=1+1/: ) Kanten
Angenommen es gibt einen (nicht-trivialen) (2: − 1)-Spanner � von �

Sei (D, E) Kante aus � \ � : ∃ Pfad % der Länge 2: − 1 von D nach E in �

% + (D, E) ist Kreis der Länge 2: in � Widerspruch!
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Zusammenfassung Greedy

Liefert (vermutlich) optimalen Spanner

Schnelle Impementierung im RAM Modell: $ (:=2+1/: ) [Roditty/Zwick
’04]

Effiziente Implementierung in verteilten Modellen unklar

Ziel: Lokale Spanner-Konstruktionen, die effiziente Implementierungen
ermöglichen
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Spanner-Berechnung durch Clustering

Theorem ([Baswana/Sen ’03])
Für jedes : ≥ 2 kann ein (2: − 1)-Spanner eines ungewichteten Graphen mit
$ (=1+1/: + :=) Kanten in Erwartung in $ (:2) Runden im CONGEST Modell
berechnet werden.

Algorithmus kann auf gewichtete Graphen erweitert werden
Heute: 3-Spanner für ungewichtete Graphen

Ziel: Jeder Knoten weiß, welche anliegenden Kanten zum Spanner gehören

Definition
Ein Cluster ist eine Menge zusammenhängender Knoten. Ein Clustering ist
eine Menge nicht-überlappender Cluster.
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Algorithmus für 3-Spanner
1 � ← (+ , ∅)
2 / ← ∅
3 foreach Knoten E ∈ + do
4 Füge E zu / mit Wahrscheinlichkeit ? = 1√

=
hinzu und erstelle

Cluster für E

5 foreach Knoten E ∈ + \ / do
6 if E hat (mindestens) einen Nachbar aus / then
7 Füge E zum Cluster eines Nachbarn aus / in hinzu
8 Füge Kante zu diesem Nachbar zu � hinzu

9 foreach Knoten E ∈ + do
10 if E ist Teil eines Clusters then
11 Füge für jedes mit E benachbarte Cluster eine Kante zu � hinzu
12 else
13 Füge Kanten zu allen Nachbarn von E zu � hinzu

Laufzeit: $ (1) Runden
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Beispiel 3-Spanner
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Analyse des Stretch

Lemma
� hat Stretch 3.

Beweis:
Sei (D, E) beliebige Kante von �
Falls D oder E nicht geclustert ist: � enthält Kante (D, E)
Falls sowohl D als auch E geclustert sind:
I Cluster von E ist zu D benachbart
I Daher enthält � eine Kante (D,F), wobeiF ein Knoten im Cluster von E
ist

I Somit gibt es einen Pfad der Länge höchstens 3 von D nach E überF und
das Zentrum des gemeinsamen Clusters vonF und E

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Graph Spanners 18 / 21



Analyse des Stretch

Lemma
� hat Stretch 3.

Beweis:
Sei (D, E) beliebige Kante von �

Falls D oder E nicht geclustert ist: � enthält Kante (D, E)
Falls sowohl D als auch E geclustert sind:
I Cluster von E ist zu D benachbart
I Daher enthält � eine Kante (D,F), wobeiF ein Knoten im Cluster von E
ist

I Somit gibt es einen Pfad der Länge höchstens 3 von D nach E überF und
das Zentrum des gemeinsamen Clusters vonF und E

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Graph Spanners 18 / 21



Analyse des Stretch

Lemma
� hat Stretch 3.

Beweis:
Sei (D, E) beliebige Kante von �
Falls D oder E nicht geclustert ist: � enthält Kante (D, E)

Falls sowohl D als auch E geclustert sind:
I Cluster von E ist zu D benachbart
I Daher enthält � eine Kante (D,F), wobeiF ein Knoten im Cluster von E
ist

I Somit gibt es einen Pfad der Länge höchstens 3 von D nach E überF und
das Zentrum des gemeinsamen Clusters vonF und E

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Graph Spanners 18 / 21



Analyse des Stretch

Lemma
� hat Stretch 3.

Beweis:
Sei (D, E) beliebige Kante von �
Falls D oder E nicht geclustert ist: � enthält Kante (D, E)
Falls sowohl D als auch E geclustert sind:
I Cluster von E ist zu D benachbart

I Daher enthält � eine Kante (D,F), wobeiF ein Knoten im Cluster von E
ist

I Somit gibt es einen Pfad der Länge höchstens 3 von D nach E überF und
das Zentrum des gemeinsamen Clusters vonF und E

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Graph Spanners 18 / 21



Analyse des Stretch

Lemma
� hat Stretch 3.

Beweis:
Sei (D, E) beliebige Kante von �
Falls D oder E nicht geclustert ist: � enthält Kante (D, E)
Falls sowohl D als auch E geclustert sind:
I Cluster von E ist zu D benachbart
I Daher enthält � eine Kante (D,F), wobeiF ein Knoten im Cluster von E
ist

I Somit gibt es einen Pfad der Länge höchstens 3 von D nach E überF und
das Zentrum des gemeinsamen Clusters vonF und E

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Graph Spanners 18 / 21



Analyse des Stretch

Lemma
� hat Stretch 3.

Beweis:
Sei (D, E) beliebige Kante von �
Falls D oder E nicht geclustert ist: � enthält Kante (D, E)
Falls sowohl D als auch E geclustert sind:
I Cluster von E ist zu D benachbart
I Daher enthält � eine Kante (D,F), wobeiF ein Knoten im Cluster von E
ist

I Somit gibt es einen Pfad der Länge höchstens 3 von D nach E überF und
das Zentrum des gemeinsamen Clusters vonF und E

Sebastian Forster (Uni Salzburg) Graph Spanners 18 / 21



Größe des Spanners

Drei Arten von Kanten in � :
1 Kanten zum Zentrum des Clusters für geclusterte Knoten

I Eine Kante pro geclustertem Knoten
I Höchstens = geclusterte Knoten
I ⇒ $ (=) Kanten

2 Kanten zu benachbarten Clustern für geclusterte Knoten

I Höchstens |/ | Kanten pro Knoten
I Ex[|/ |] = ?= =

√
= (binomialverteilt)

I Höchstens = geclusterte Knoten
I ⇒ $ (=3/2) Kanten in Erwartung

3 Kanten zu Nachbarn für nicht-geclusterte Knoten

I In Erwartung höchstens 1
?
=
√
= Nachbarn pro Knoten

Erwartungswert geometrisch verteilter Zufallsvariable!

I Höchstens = nicht-geclusterte Knoten
I ⇒ $ (=3/2) Kanten in Erwartung

⇒ Spanner mit $ (=3/2) Kanten in Erwartung
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= (binomialverteilt)

I Höchstens = geclusterte Knoten
I ⇒ $ (=3/2) Kanten in Erwartung

3 Kanten zu Nachbarn für nicht-geclusterte Knoten
I In Erwartung höchstens 1

?
=
√
= Nachbarn pro Knoten

Erwartungswert geometrisch verteilter Zufallsvariable!
I Höchstens = nicht-geclusterte Knoten
I ⇒ $ (=3/2) Kanten in Erwartung

⇒ Spanner mit $ (=3/2) Kanten in Erwartung
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Zusammenfassung

Spanner komprimiert Graph mit Distanz-Approximation

Obere Schranke: $ (=1+1/: ) Kanten für (2: − 1)-Spanner
(Bedingte) untere Schranke: Ω(=1+1/: ) Kanten für (2: − 1)-Spanner
Verteilter Algorithmus: $ (=3/2) Kanten für 3-Spanner in $ (1) Runden
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